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A, B  simple limit points
C, E simple bifurcation points
D multiple bifurcation point

primary bifurcation path

primary solution path secondary bifurcation paths

primary bifurcation paths
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ý ù��Zÿ(��º]è�ºZàG ¯��Ä�ù·º�Ç3º=à���¨NÄG¬Àº=à��=©ÁÄ`�=�s�.ÊÆº=á¥���¯¬^��¡�¢���Ã`§Sº�é��e¡���¯���=�b��°p¡���A�e¡�¡3���e�����K�����=���f�«°p¡®�s���¯�����»��©C���b�wºå2ÎG�Z��¢Uæ±�)�J½]¢Ué��D�3Í
¢8æ±���%½¾¢UëT�«ÌG����¢¯Ä,�N� ì �N�N¦]ê«ù�ÅNÅSÄ�ó�¦N�N³bº

ùN³



ý ùN�=ÿ0ßNº2Ý��Z��¨5�=�·�=�s� ��º�Ó)�Z¢��bµ3�=�wº Ç^���=µU�»�>ª�§�¡��µ��K¢�Ã^�¯ M�K�{�f¦`�� ¯�M ¯µ��� W�{§Z±)�=´b ²�=�¯�¯¬û¢e§Z©�ªU�A�f¡£¡��f��Ä����²�Z¡�£ »¢
¢� M�A¢����W�=�0¢�¬^�¯ ¯�s�«�� ¤¢=�=�
¡�K���¯�»¡ ì ß�Ç��� ¯�A�����¤��©C���^���=�3�=�¯¬«¡ ¤¡>�=�s�h¢f§Z©�ª3�=�� ¤¡�§Z�û¨· M���h��´bª����£ M©C���^�A¡=º�í]¢é��D�3Í
¢Uæ±���%½¾¢¯Ä,� ì �D�N�]ê �D�`ó`Ä�ó�¦N�N�bº

ý ùN³=ÿ(ÖKº å º=Ç^ ¯©C§SÄ�¬Àº8¬Àº=¤s§f´GÄ��=�s�üÝ¾º=Ç3º8é5 ¯±p�= Âº � �f§Z©C������ ¤¢=�=�¯�M¬Á��´U�Z¢��N¡�����f¡�¡)�A�e¡���¯���=�b��¡®�s���¯��©C§b�����¤¡ ì¤s§Z��©0�U�²�=�� ¤§Z�¹�=�s�{¢e§Z©�ªU�����=�� ¤§Z�3�=���Z¡ª��f¢��A¡¥§Z±����s���s§Z���¯ ¯�s�=�=�¥���s�e§Z��¬^º��}��ã2�pÑN���>Î3�*�J½¾�ïé9�4�·ã2©¾�%¡G�4«� 
ÎG�@å2ÎG�Z��©/�pÑN�J�|ÎG�KÑ�Í\æ±���%½«ÑG�Q�`�4 AÄ`ªG�Z���f¡)ó�³`ó<ê�ó�¦�ÅSºGß�ÇUÝ¶ù�����µ��¯ ¤¢=�=�� ¤§Z�s¡eÄ�ó�¦N�N¦bº

ý ùN�=ÿ(ÖKº å º�Ç^ ¯©C§SÄ�¬0º�¬Àº�¤s§f´GÄ��=�s� Ýüº�ÇGºÏé5 M±Â�= pºß������¡���A�e¡�¡>�A�e¡���¯���=�^�C���e§Z©C�����£ »¢w�=�M�¯¬ ��´��Z¢��u¡�s���M�
©C§^�U���ÂºÈª3�=���¥ M  ì Êj�K�·�¯ ¯�s�=�=�¥���s�e§Z��¬8�b¢e§Z©�ª������=�£ »§Z�3�=���Z¡®ªG�e¢��A¡eº�å2ÎG�Z��¢Uæ±�4�J½¾¢Ué��D�3Í
¢Uæ±���%½¾¢UëT�«ÌG����¢¯Ä��ù ì ��ù]ê¾¦N�bÄ�ó�¦N�N¦bº

ý ùN�=ÿd¬Àº���ºÈàG�¤§f¬S��ºsÊj�s��©C�e¢��3�=�� ¤¢f¡�§Z±3�«���=ª���º«�}�Îù5º à�º`ß5´«���M�f�Z���=�s�Æ¤¥º ßNºNù�©�©C�����¯ M�s�SÄ��f�S M�A§Z��¡eÄ�ý�Í
��¯��ÂÐ�Í
�ãQ½¾�fÍ¤Íz Nÿ»É=½¾�AÎ��%«³ÑG��¨øé����3Íz�`�AÑN�J�|ÎG�Q AÄ«ª3�Z���e¡!�N�`ó<ê¾�N�N�bÄKá¥�����¯ ¯��Äsó�¦N���Sº�Ç^ª��£ M�s������°�â������W�Z�Sº
ý ùN¦=ÿ(ÖKº�ÊÆº8Ö^����Ãb M�K¡eº^Ç^���=�� ¤¢>�f¦`�� ¯�M ¯µ��� ¯��© ¢f§Z��ÇK�Z�����=�� ¤§Z�s¡.§Z±8�³©C§^�������A�e�Þµ��¤§b§^�¾¢f���M�Âº±í ¢öæÞÑN�J½]¢öä9�|ÎD¢¯Ä� ì ó#�D¦]ê�ó�³N¦bÄ�ó�¦N�N�bº
ý��NÅZÿ(ÖKº8ù·º8¬8������ ¤¡N�=�s�±éNºGá�º=Ç«¢����3�=µ����pº¤ç�©/�ª�%�%�`�AÑ�ÍLæ±�)�J½«Î#¨G 9�fÎG�������AÎG�Q ��J�AÑ��J����¨�ú=���J�J�Æ���=ÑN�J�|ÎG�¾ÑG��¨ç.ÎG�UÍz�����AÑG�>ë9Ë%©UÑN�J�|ÎG�Q AºU���A���b�� ¤¢f��°�§)�=�¯�pÄsó�¦N��ùbº
ý��bófÿdù·º«à�º«ß5�M�¤��§f¨¥���Æ�=�s�.è�º � �e§Z�A�Sºöç�©/�ª�%�%�`�AÑ�ÍUå2ÎG�2�J�J�Q©UÑN�J�|ÎG�§æ±�)�J½bÎ�¨G Nÿ*é?�§ì��2�J�AÎ#¨G©2�)�J�|ÎG��º�Ç^ª��� ¯�s������°â������²�Z�SÄQ§��� »�����¯µG���A�SÄsó�¦N¦�ÅSº
ý��D�=ÿ å º8¬)��� §���  Ì����À�=�s�±��º å º8é5�s�� ¯�bµG§Z�¤�«�wºÎ�·�¾¡�A��ª��¤���K�Z���¾�=�»��§Z�� ¯����©C¡)±q§Z�À�{¢��W�Z¡�¡Æ§Z±5¢e§Z�^�� ¯�b�3�=�� ¤§Z�

©C���£�s§^�U¡eºöã2�|ÑG� í ¢Uç�©/�ª¢Ué9�KÑ�Í
¢¯Ä�ó�� ì ¦N�N�]ê¾¦��D�bÄ�ó�¦N�`ó`º
ý��`ù=ÿd§NºUá�º!èÆ���¯�¤���wºb�����Z¢��� »¢w�=��ªU�A§^¢e�e�«���A�e¡� ¯�ª3�=���±q§Z�¯�¤§f¨5 ¯�s�>�s�w�=���M ¯©� M�¥ªG§Z ¯�b�A¡eº��Â�²éNº � �¤§f¨5 ¯�s¡Ãb ��=�s�ÖKº à�º=àG ¤§Z�s¡eÄÉ�e�« ¯�A§Z�A¡eÄ�å�Î��Z��©Q�J���«Ì×æ±�)�J½«Î#¨G ��J�øé��D�3Íz�`��¨�ã��%���%�����4 
ÑG��¨�ëT�«Ì����0���%�%���«ÌÉÄ�¶`§Z�¯��©C�S�bÄwª3�Z���e¡

ùN�N¦]ê«ùN���SºKÓ�§Z���£��°�§�§Z�M�W�=�s�I����µU�M ¤¡�� ¯�s� å §Sº¯Ä3ó�¦N�N�bº
ý��N�Zÿd¬ÀºSá
�s¡���K���¯�pº>å2ÎG�Z��©/���4�%���#��¨¹ä9©2�N+wÍz���SÌ´é9�KÑ�Íz«� ��J NÎ3�>ãQ½¾�fÍ¤Íz AºjÝ��=���� ¯�^�s¡
Ó5 �Ì�s§ZÒ�Ä3ó�¦N�N�bº
ý��D�=ÿ(��º�èN�=ª��W�=��º*é!¨�¡�ÑG������¨§å�Ñ�Í
�%©SÍz©/ Aº�ß����S »¡�§Z�U°��ü�e¡�¤��¬^Ä/é��w�Z�« ¯�s�SÄ�ÝßNÄKó�¦N���Sº
ý��D³=ÿdù·º�è)�A��¬«¡£¿� ¤�Sº��e� 	!�%���%�2�J�|Ñ�Í�î!�AÎ��ª�)�J�%«ZºF¬)§f¶`���wÄ3Ýu ¯�s�e§Z�²�bÄ«Ó×ûÀÄ�ó�¦N¦`ó`º
ý��D�=ÿ´è�º�á5�=�£�s�{�=�s��ù·º��  ¯�»¡£§Z��º¯ç�©/�ª�%�%�`�AÑ�Í�æ±�4�J½«Î�¨� f���ÑýV���Q�J���vë
Í
�4�ª�%�2��é9�3ÑÉÍz«G ��� Aº ���A���^�£ »¢e��§)�=�¯�pÄ

ó�¦N�N³bº
ý��D�=ÿ0ÊÆº�ÖsºD§��=�=�¤��¬^º8Ç^¬b©�©C�����£¬0�=�s���e¦È�U M¶`�=�£ ²�=�s¢e�� ¯���s§Z���¯ M�K�=�=�����²�Z¡®�A§�¡���=�� ¤¢e¡ ì ���=���� pº8é9���4½¾¢3ù5ÑN��¢3æ ���%½¾¢é9�3ÑÉÍ
¢»ÄKó#ÅD�«Ôpù�Ü ì ��ÅD�]ê¾�N�N�bÄ�ó�¦N�N¦bº
ý��D¦=ÿ(ÖKºjàG ¯���=�s� � º�����º�ß5���%�¼¢� ¤���b�¼ÇU�� M������¤��©C���^�u¡�§Z�¯���� ¤§Z� ©C�����s§b��±|§Z��=�3�=�¯¬«¡® M�s�¾�²�=�A����°p¡�¢w�=�»�

¡¬b©�©¼������ ¤¢)¡�����K¢����U�A�f¡=º��}� �Àº8�0º0Ç^�A§Z�����Z¡®�M 2�=�s��Ösº3Ý¾º2§�§Z�s¡�K���wÄ3�f�« ¯�A§Z�A¡=Äöå2ÎG�Z��©/���4�ÕãQ«G ����%�Æ e���ëT�«Ì��J�����%�%���«Ì�ÿ0õ5ÑG�£Ñ�Í¤Í
�fÍLå�ÎG�Z�,©Q�pÑN�J�|ÎG�KÑ�Í�æ±�)�J½«Î#¨G ��eÎ��¦ô�ÑG�ÂÌ��)��ã0�AÑÉÍ
�*ã2�J�%©2�4�J©/�£Ñ�Í»é9�KÑ�Íz«� ��J ·ÑG��¨
�d�4 �Ì���Ä
¶`§Z�¯��©C�Z��Ô`�Z°g³�Ü�ÄSª3�Z���e¡�ùN��ù]ê«ùN��ÅSÄ � �A�w�=�5á��£ M���= ¯��Äsó�¦N¦��Sº������A�`�=©C§Z��º

ýz��ÅZÿÆ�Àº å º��s ¤����Ãb ¤��¨5 ¤¢e¿�º�É�½¾�øýV���Q�J���ïëjÍ
�%�ª�4�2�·æ �4�J½«Î#¨Wý�ÎG©¾�4�J½WëS¨G�J�J�pÎ��Lÿ�ñ�Î�Íz©¾�ª���ãKÎ�Íz�`¨G �ÑG��¨^ý�Íz©/�`¨æ±���4½bÑG�Q���% �£��e«��KÑG�Æ�`�4 .Ñ��0¨¤ç.ÎG�2�hô������AÑG�%�J�J«Zº�Ý¢ � ����¨·°�§5 M�¯�pÄ � ���=�=�·á��� ¯���= ¯��Äsó�¦N¦`ó`º
ýz�`ófÿ0ÊÆº�¤¥º å §Z�¤��©u�=�¾�=�s��ßNº\â����£©³�bº�Ê¥�s�0�%�¼¢� ¤���b�)¢f§Z©�ª��U���=�� ¤§Z��§Z±j¡ªG�=�A¡���Ì��Z¢f§Zµ� W�=��©u�=���� ¤¢f�e¡��s¡ ¯�s�

�=���A§Z©u�=�� ¤¢��« ¯Ò3�������b�� W�=�� »§Z��º�Ê��e¢���º¾é���ªG§Z�£�jÊ9é�¦N�=°®ó��N�N�bÄ å §Z©�ª����A���?Ç«¢� ¤���s¢f��¬)��ª3�=����©C���^�wÄ å §Z���s���M��5�� ¯¶`����¡ M�}¬^ÄbÓ�§e¶`��©ÀµG���Æó�¦N¦N�bº
ùN�



ýz�N�=ÿ0ÊÆºÏ¤¥º å §Z�¤��©u�=���=�s�úßNº�â����£©³�bºöÇb�����s¢������A�u�=�s�ú�%�¼¢� ¤���b��ÌA�Z¢e§Zµ� ²�=� ¢w�=�»¢����W�=�� ¤§Z��ºh�}�QÝ¾º2á¥����¿�Ä
å º�á� ¤¡�¢��s§Z±®Ä � º å §Z���M ¤¡�¡eÄ`�=�s�>ßNº � �� »��¨·�=��Ã3Ä��f�S M�A§Z��¡eÄ®å�Î��Z��©Q�pÑG�J�pÎ��3ÑÉÍ��e� 	?�4���4�2�J�|ÑN�J�|ÎG�\ÿ*É2���%½D�Q�`Ë4©2�4 �£é��D�3Íz�`�AÑN�J�|ÎG�Q .Ñ��0¨ÈÉUÎ=Î�Íz AÄSª3�Z���e¡Æó#�D¦]ê�ó��N¦bÄ����� ¯�²�Z�U���¯ª��� W�bÄsó�¦N¦N³bº�Ç^�®ß)Ý¾º

ýz��ù=ÿ(ÖKº å º��¾§Z���¤��¶`���wº0é îS�£ÎG©���É=½¾�AÎ����4�J�`��é��D���£ÎwÑ��4½»�pÎÆ�J½]�þç.ÎG�UÍz�����AÑG�×ä?� ��©¾���AÑN�J�|ÎG�øé?�KÑ�Íz«� ��� �Î3�×ã2½]�eÍ»Íz 
Î3��ù9�%¡ÉÎ�Íz©Q�J�|ÎG��º\���,¬%���s�e¡ ¤¡eÄ å §Z���s���¯�E�5�� ¯¶`���A¡ ¯�Â¬^Ä^�Â���G�Z¢=�bÄ�Ó×ûÀÄGó�¦N¦�ùbº

ùN�


