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DEUXIÈME SECTION. 

Axes non parallèles.- Rappor1 de -viiesse constan1. 

I. AXES QUI SE R ENCONTRENT. 

1 ° ORGANES AGISSANT PAR CONTACT IMMÉDIAT ET AVEC 

FROTTEMENT DE ROULDIENT. 

262. Soient AB, AC deux axes se coupant en A (fig. 232),
qui doivent se mouvoir avec des vitesses angulaires dans un rap-

m,port constant et egal à - . n 
Par un point quelconque de l'un d'eux, de AB par exemple, 

on mènera une parallèle D F à AC. 

-

A 

Fig. 232. 

.,Prenons D F, tel que D.} soit à AD dans le rapport des vi­
tesses, et traçons la ligne AFQ-. Abaissons par un point quel­
conqlle G de cette ligne G les perpendiculaires GB, G C, la  
rotation des triangles rectangles ./\ C G, AB G , autour des axes 
AB et AC, engendrera deux cônes droits qui se conduiraient 

• 
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mutuellement par l'adhérence de leurs surfaces convexes co1nme 
les rouleaux cylindriques dans le cas de deux axes parallèles,
c'est-à-dire que, s'ils roulent l'un sur l'aut1·e sans glissement,
leurs vitesses angulaires seront dans un rapport constant et égal 
au rapport inverse des rayons R, R2 des bases de chacun des 
cônes. 

En effet on a : 
DF sin. DA F sin. DAF BG R, rn 

=AD- sin. AFD- sin. GAC = GC = R., -;· 
Angles au sommet. - On déduit facile1nent de ce qui précède 

la valeur des angles au sonunet. 
Soit e l'angle BAC des deux axes, K le 1\2 angle au s01nmet 

du cône �.\. B, le rapport ci-dessus devient : 
sin. (0-K) m sin. 6 

. = - ou tang. K = ----. '" sin. K n � 1- cos. 6 
Lorsque l'angle 6 est droit : 

ntang. K == • 
m 

263. Si la résistance excède la valeur du frottement de roule­
ment, on ne peut employer co1nme organes de transn1ission le 
système de deux rouleaux coniques. Pour éviter les frottements 
de glissement des engrenages de force, on peut toutefois, pour de 
faibles 1·ésistances, employer un engrenage conique à frottement 
de roulement, construit d'après les principes que nous avons 
exposés en traitant des engrenages cylindriques. 

Si l'on trace dans le plan tangent commun aux deux cônes 
une ligne quelconque, et qu'on en1·oule ce plan sur chacun de 
ceux-ci, les lignes tracées sur les cônes rouleront l'une sur l'autre 
dans le 1nouven1ent. La plus simple de::; lignes que l'on puisse
prendre est la ligne droite, qui, en s'enroulant autour de chaque
.cône, p1·oduit une spirale héliçoïde dont la projection est une 
spirale d' ��rchimède ( p = a w).

Pour que ces courbes puissent se conduire, il faut les habiller, 
c'est-à-dil·e les mettre en saillie, de maniè1·e. que ce soit par elles 
que le contact ait lieu. Pour cela on fait glisser le long de cette 

• 
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courbe une ligne droite constan11nent normale au cône. La 
surface héliçoïde que nous avons décrite à propos des roues 
cylindriques est une surface de ce genre. 

Par de se1nblables surfaces répétées, on formera les surfaces 
des dents de deux roues, se touchant suivant des points répartis 
sur les ligoes de contact, déterminées comme nous venons de le 
dite; les deux axes se1·ont conduits par contact immédiat et 
avec frottement de roule1nent par des engrenages de précision,
c'est-à-dire pour lesquels le contact des dents n'au1·a lieu qu'en 
un point. 

264. Si les deux axes forment un angle droit, deux surfaces 
coniques ne sont plus indispensables, et l'on peut employer le 
système représenté fig. 233, qui ne comporte que des 1·oues 
cylindriques. Sur un des axes est 1nontée une roue plate sur 
laquelle repose la jante d'une roue de faible épaisseur ( autrement 

le glissement, la différence du chen1in 
parcouru par les circonférences de cha­
cun des deux cercles de base de la 
roue serait sensible) 1nontée �sur l'autre 
axe. Le mouvement de là première 
roue fera ma1·che1· la seconde, pourvu 
-que la résistance à surmonte1· soit in­

Fig. 233. 
férieure à la valeur du frottement de 

glissement au contact des deux su1·faces. 

2° ORGANES A CONTACT IM}IÉDIAT ET 1-'ROTTE¼lENT DE GLISSE.&IENT. 

265. Comme pour les engrenages plans, le problè1ne à résoudre 
pour transn1ettre des· efforts un . peu
considérables est d'armer les cônes 
primitifs d'aspérités qui les fassent se 
mouvoir, co1nrpe s'ils se conduisaient 
par sin1ple contact. Telle est la dispo-

Fig. 234. sition de l'eng1·enftgc conique ou rotte 
d'angle que représente la fig. 234. C'est par l'étude des mouve­
ments relatifs qu'on arrive à en déter1niner les élé1neuts . . 
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il y aura un point comftlun aux deux épicycloïdes, et par suite 
des élén1ents de la surface en contact. C'est ce que nous allons 
dén1ontrer ci-après. 

U'ne figure en perspective fait bien .voir le mode de génération
des épicycloïdes sphériques engendrées par les divers points d'une 
génératrice,. courbes qui conduisent sin1plement au 1node de con­
struction des dents des roues, et permettent d'obtenir en chaque 
instant les surfaces enveloppes et enveloppées qui conduiront les 
deux axes, comme si les deux cônes prilnitifs roulaient l'un sur 
l'autre. 

267. Remarquons que les engrenages coniques seront voisins 
des engrenages extérieurs si l'angle des plans seêtions des bases 
est obtus, et des engrenages intérieurs , et par suite inapplica­
bles souvent , si cet angle était aigu. Aussi l'angle droit est-il la 
lin1ite inférieure adoptée dans la pratique , et , sauf ce cas, l'on 
peut toujours, en prolongeant l'un des axes, s'il est nécessaire ,  

. .,,.faire faire aux plans des roues un angle obtus. 
Appliquons les principes exposés aux solutions qui correspon­

dent à celles adoptées par la p1·atique pour les engrenages plans. 
. -

268. Engrenage àflancs. - Le flanc ét.ant un plan diamétral 
du cône prin1itif, la dent conductrice sera une surface conique 
dont il faut détet·miner la forme. 

Soient S0,  S 0' (fig. 236) les axes des deux cônes qui doivent 
tourner en se touchant toujours, suivant une arête S�(. Soient 
MmN, �i ni' N' les circonférences des cercles provenant de l'inter­
section des deux cônes, par des plans menés perpendiculai­
ren1ent pat· le point l\i à leurs axes respectifs. 

Que sw· le  rayon �I 0( du cercle 0' conime diamètre on dé­
crive une circonfére_nce . 011 

, et que par son centre 0" on élève 
une perpendiculaire sur son plan , cette perpendiculaire rencon­
trera l'axe OS en un point �-

Si l'on considère cc point � .comme le sommet coinmun 
de deux cônes ayant pour bases les deux cercles 0 et 0", et 
qu'on fasse rouler le deuxième cône (.I0") sur le premier (l:O), 
un point de la circonférence 0" décrira une courbe à clouble 
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courbure 1n m", une épicycloïde sphériqtle, située sur la sphère 
sur laquelle se 1neut le cercle O" lui-1nême ,  sphère ayant son 
centre en :I. 

Fig. 236 • 
• 

Que par cette épicycloïde on fasse passer un cône qui ait le 
point S pour sommet; ce cône sera la surface enveloppe d'nn 
plan diamétral du cône SO', et devra par conséquent être pt·is 
pour la surface des dents du cône SO'. Ce l'ésultat paraît évi­
dent d'après Ja similitude de la construction employée avec 
celle usitée pour les engrenages cylindriques; nous a\lons 
prouver au reste que toutes les conditions du problème sont sa­
tisfaites. 

Soit mm" l'arc d'épicycloïde sphérique décrit pa1· le point m" 
du cercle O", à pa1·tit· du mo1uent où il toucherait le cercle 0 
en m, de telle sorte que l'on ait arc Mni" = arc Mm. 

Prenons su1· le ce1·cle O' l'arc Mm' = arc M m, je dis que le 
plan SO' m', qui passe par le point ni", est tangent en ce point à 
l'épicycloïde, d'où il suivra qu'il est tangent au cône qui a le 
point S pour somn1et, et pour base répicycloïde. 

En effet la droite i\'.I ni", passant par le centre de rotation in­
stantanée M, est normale à l'épicycloïde en ni". La droite O' ni" 
est perpendiculaire sut· la droite Mm", car l'angle Mm" O' de 
ces deux droites est inscl'it dans la de1ni - ch·conférence du 
ce1·cle O". 
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La droite .O' S fait un angle droit avec la droite Mm", puis­

qu'elle est perpendiculaire au plan du cercle O". 
Donc le plan S O' ni'' passe par deux droites S0' et O' m" per­

pendiculaires à la droite Mm", donc il est perpendiculaire à cette 
droite ; or cette droite est une nor1nale à l'épicycloïde. 

Donc le plan S O' rn" est tangent à l'épicycloïde, et par suite à 
la surface conique, qui a son sommet en S et qui s'appuie sur 
l'épicycloïde. Le plan S m" M  est le plan normalo. common au 
cône SE et au plan diamétral S O' ni" . 

Donc le plan norn1al con1mun aux deux dents en contact 
passe par l'arête de contact SM des deux cônes SO, SO'. 

Il suit de là que, si cette surface que je désigne par SE est la 
dent du cône SO,  cette dent poussera le plan diamétral S' O' m' 
du cône SO', et le fera tourner autour de l'axe SO'. 

Il  reste à prouver que la rotation de ce plan diamétral, et par 
conséquent du cône S O', est proportionnelle à la rotation du 
cône SO. 

Cela résulte de cc que l'arc Mm' déterminé par la droite O' m" 

sur la circonférence O est égal à l'arc Mni. 
En effet la circonférence O" ayant pour diamètre :le rayon 

MO' de la circonférence O', on a ,  cornme nous l'avons déjà vu 
dans l'engrenage à flancs , arc M ni' = are Mm". Donc arc 
Mm' = arc Mm. 01· les rotations des deux cônes sont n1esurées 

- . arc 1\'I ni arc Mm' 
respectivement par et . Elles sont en raisonR R' 
inverse des rayons R et R' des deux cercles O et O', et consé­
quemmen_t en raison inverse des sinus des angles au sommet des 
deux cônes. 

269. Engrenage conique à développantes. - En transportant 
au cas qui nous occupe les raisonnements qui nous ont conduit 
à l'emploi des développantes pour Je profil des engrenages cylin­
driques, on construira dans les 1nên1es conditions un engrenage 
conique à développantes. 

Étant donné l'angle de deux axes, OE, O F  (fig. 237) se ren­
contrant au point O ,  imaginons autour de chacun d'eux une 
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surface conique dont le sommet soit au point O, et la base un 
petit cercle d'une sphère ayant ce même point pour centre ; ces 
deuxe. cônes seront représentés sur la 

A
figure par les triangles isocèles A OB, . /
COD; prenons ces bases en raison 

}; 

inverse des vitesses w et of, de ma­
nière qu'elles satisfassent à la condi-
tion R N  =R' ro'. 

La communication du mouvement 
serait évidemment établie dans les con• 
ditions voulues, en supposant le froJ­
tement suffisant, par un grand cere.le 
de la sphère tangent aux deux bases , \j/ 

D
renfermé dans un plan tangent aux Fig. 237 . 

deux cônes. 
• 

Si maintenant on suppose qoe ce grand cercle s'enroule suc-' 
cessivement sur chacun des· cercles des bases des deux cônes , ,  
un point quelconque de ce grand cercle décrira sur la sphère 
deux courbes à double courbure dites divelo,ppanles sphét·iques. 
Ces courbes, considérées co1nme des dents sans épaisseur, seront 
propres à transn1ettre le mouvement nux deux cercles comme 
par enroule1nent et déroulement d'un g,-and cercle. Pour don­
ner de l'épaisseur à ces dents, il suffit d"'imaginer qu'un rayon 
de la sphère parcou1·t leur courbure et de prendre la longueur 
que l'on voudra de la surface conique ainsi engend1·ée. Le déve­
loppement de ces surfaces a lieu en même temps que celui de 
leurs traces sur la sphère. Elles conviennent donc à la repro­
duction du mouvement pendant lequel elles sont engendrées, et 
la pression s'exerce normalement aux su1·faces de contact et tou­
jours à la même distance de l'axe;  en un mot l'engrenage jouit
de toutes les mêmes propriétés que l'engrenage cylindrique à dé­
loppantes.

270. Nous ne nous arrêterons pas ici sur les engrenages double­
ment épicyclo:idaux qui se construiraient comme les précédents ; 
en chaque instant l'épicycloîcle du cercle roulant au point de 
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contact se·econfondant avec sa tangente en ce point, ce que nous 
venons d'établir précédemment, quand l'épicycloïde intérieure 
se confond avec la tangente, est une droite, s'appliquant égale­
ment à ce cas. 

271 .  Construction pratiqtu des engrenages coniques. - D'après
ce qui précède, toutes les lignes qui entrent dans les engrenages
coniques étant définies , ce n'est plus qu'une application des 
principes de la géométrie descriptive d'en déduire tous pan­
neaux et · tes tracés nécessaires pour la const1·uction. Mais il est 
inutile d'entrer dans des détails étendus à cet égard, vu que , 
dans la pratique, on a adopté une méthode simple et suffisam­
ment exacte. Nous ne parlerons en l'exposant que de l'engre­
nage à flancs, mais tout· ce que nous dirons peut s'appliquer éga­
lement aux autres engrenages. 

Nous avons décrit l'épicycloïde sphérique par laquelle passe la 

• 
Fig. 238. 

surface conique qui doit forn1er les dents de la roue O. ])ans la 
pratique, ce n'est pas par cette courbe même qo' on termine cette 
surface conique, car les at·êtes du cône ainsi déterminées seraient 
d'inégale longueur (puisque le centre du cône qui décrit l' épicy­
cloïde n'est pas au point de rencontre des deux axes; cela a lieu 
pour l'engrenage à développantes : aussi la solution approchée 
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que nous allons exposer est moins inexacte dans ce cas). On 
termine cette surface conique par la courbe qui résulte de son 
intersection avec un deuxième cône ayant son sornmet S .  sut· 
l'axe OS  (fig. 238) et passant par le cercle O, le point S .  étant 
déterminé par la rencontre de l'axe SO avec la perpendiculaire
à l'arête S 1\1 au point M. Pareillement pour le cône SO'. 

Les deux cônes (S,)  ( S' ,) ont une arête com1nune, la droite 
S, MS' , et un plan tangent co1nmun suivant cette droite. lis 
coupent respectivement les deux surfaces qui fol'1nent les dents 
des deux roues que j'appelle (S, E) (S'e, E'). Si on déter1nine les 
deux courbes d'intersection et qu'on développe les deux cônes 
S, S', sur leur plan tangent co1nn1un, passant par S, MS' ,, les 
courbes d'intersection en question se développeront sur ce plan,
et on obtiendra , en les relevant , les panneaux nécessaires pour 
la construction exacte des cônes (SE), (SE'). 

272. Ainsi que nous l'avons déjà dit, on remplace cette con­
struction par une métho�e plus simple qui donne une approxi­
mation suffisante. 

I
/ \ /', Dans le développement du cône S,,  

1 \\ 
/\ la circonférence O (fig. 236) deviendra1 

un arc de cercle de même longueur 
que cette circonférence. La. courbe 
provenant de l'intersection du cône S ,  
par le cône épicycloïdal St:, si on la

< . /\,_' considère dans une faible étendue, sera '\. I
'v' \ 

dans le plan tangent au cône suivant 
Fig. 239, l'arête S ,  M. 

Pareillement le cône S' 1 développé donnera un arc de cercle 
égal à la ch·confêrence O'; la courbe provenant de l'intersection 
de ce cône S' • par le cône S }:' qui forme la dent de .la roue O',
dans une petite longueur (qui sera presque leu1· longueur totale 
s i  le nombre des dents est très-grand, si par suite elles sont pe­
tites) sera dans le même plan ; 11 s 'ensuit que le tl'acé des par­
ties qui traversent successivement la ligne de contact doit se 
rapprocher extrêmement de celui de profils de dents qui ap-
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Les vitesses a_ux eil·conféreuces devant être égales et les points 

p et P coïncider en A ,  l'arc ".\. P doit être égal , sur le plan Yer­
tical, à l'arc t·m Slll' le plan horizontal , augmenté du rayon m p 

de la base, au n1oins à tl'ès-peu près; done 
9 ra- p P) .== et x = 1· sin 6 _,;. R sin. ( r O  ;-

R 

' a 

Fig. '241. 

Ces valeurs de x et y permettronte· de tracer ·par .epoints la 
courbe pP /, et , en rendant au fuseau son ditun-ètre réel , la 
courbe de l'alluchon devra être reculée d'une distance égale au 
rayon du fuseau cylindrique. 

L'alluchon p Pf, en supposant qu'il condaise, se meut néces­
sairement clans la direction de la flèche ·et s'��--du plan des 
centre�. Si l'on considère inaintenant le fuseau P , ,  et l'alluchon 
p. P ,/J pendant leur approche de l'aut-re côté du plan des centres 

- à une distance angulaire 6 égale à la première, hl. valeur de y . 
reste la même; mais on a q>, étant égal à m, a t, 

. . r a + p
x, = R s1n. rp ,e- r s1n. O et cp, = ,R 

ou R Cf' ,  -r O = p, au lieu de p = r6 - r cp. 
D�après ces valeurs, com1ne on voit sur la figure que p, < p 

ou R sin. � .-r sin. e<1· sin. e - R  sin. 9 ;  dès lors x, < x, 

La courbe p, P ,  /, n'est donc pas la même que pPf, n1ais elle 
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de cherche1· une forme plus compliquée que celle qui convient 
aux engrenages épicycloïdaux. 

27 5. Glissernent. - La considération des axes instantanés de 
rotation en1ployée poul' l'étude du rnouve1nent de deux co1·ps, 
comme celle des centres instantanés de rotation pour celui de 
figures dans un plan (art. 23) , permet d'arriver facilement à Ja 
formule qui donne l'étendue du glissen1ent (t). Pour trouver le 
mouve1nent relatif élémentaire de la roue O', par rapport à la 
roue O (fig. 243), nous pouvons supposer qu'on applique à l'en­
semble. des deux roues O ,  0' un mouvement con11nun égal et 
contraire au n1ouvement de la 1·oue O. Cette roue sera réduite 
au repos , et la roue O' sera animée à la fois d'une vitesse an­
gulah·e c,> autour de SN et d'une vitesse angulaire o>' autour de 
l'axe S N'. Mais ces deux rotations simultanées équivalent à une 
rotation unique , qui se fera autour de la générat1·ice de contact 
des cônes primitifs (car l'axe instantané de rotation P.assera évi- . 
demment par le som1net S, 

squi n'est déplacé par aucune 
de ces rotations, et par le point 
A, centre instantané de la ro­
tation de la courbe de la base). 
Il suit de là que la -vitesse il 
de cette , rotation résultante 
sera représentée par la diago­
nale SH,  si les côtés SF,  SG 
sont pris de manière à repré­ RC1 

senter les vitesses composan­
-

Fig. 24.3. 

tes et> et w'. 
En effet, si nous menons du point G deux perpendiculah·es 

GT, GR sur les axes de rotation SN, SA, le déplacement élémen-
taire du point G autour de S N sera G R X ro ,  et ce sera sa rota­
tion totale puisqu'il ne se déplace pas autour de S N' ;  d'un autre 
côté, SA étant l'axe instantané de l'Otation et O la vitesse résul­
tante, le déplacement élémentaire de G aura aussi pour expres­
sion 1l X G T;  donc : G R ro = G T il. 

(t) Delaunay, Jfécanique. 

.A N' 



• 
' 

CIRCULAIRE CONTINU EN CIRCULAffiE CONTINU. 277 
D'un autre côté , les triangles S F H et S G H sont égaux, donc 

Jeurs surfaces sont égales, ou S F X G R = S H X G T;  donc 

enfin � = : !,. donc S F représentant <i> , S H, ou la diagonale, 

représente,·a il. 
Appelant cc l'angle O S A ( 112 angle du cône), cc' l'angle 0' SA, 

on auraa: 
S H == S F cos. <1. + S G cos. ri, et aussi : 

il == <•> cos. ex + <i/ cos. à', et la valeur· de l'angle décrit pen­
dant un temps extrêmement court d t ,  sera : 

( <i> cos. iX + w' cos. ex' ) d t. 
Désignant par p la longueur de la perpendiculai1·e abaissée 

d'un point M dont on veut évaluer le glissement, sur raxe instan­
tané de rotation S A,  on aura : 

p (<t> cos. � + <t/ cos. t:la) dt  
pou,· le glissement élémentaire de ce point �I. Désignons par ds 
l'at·c infiniment petit de chacune des circonférences OA, 0' A qui
traverse le plan N SN' pendant le temps dt et par r, r' les 1·ayons 
0 A ,  0' A de ces circonférences, comme r w dt = r' <t>' dt=ds 

..
l'expression du glissement élén1entaire du point M dèviendra : 

p ( ; cos. C( + � cos. Cl
1 ) d s. 

276. Frottement dans les engrenages coniques. - Dans les en­
grenages coni<1ues exécutés avec soin , on a toujours l'attention 
de faire les dents, et pa1· suite le pas aussi petit que possible, de 
sorte que le mouvement et le glissement des dents l'une sur l'autre 
ont sensiblement 1ien con1me s'ils se passaient dans le plan tan­
gent aux deux surfaces coniques et normalement à la longueur 
des dents. 

Q étant l'effort trans1nis à la cil·conférence de contact , f le 
coefficient de frottement, le glissement a été trouvé pour un 

are àsa: p (�cos. " +  Ïi7 cos. «') ds 

appelant œ et «' les demi-angles au sommet des deux cônes 
S , ,  S' , ,  on aura : «+œ' = 1so0 -ô, ô étant l'angle des deux 
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/Q: ( CO� 'J. + CO�/ et') ds. 

- y R 2 R' 2 

Y n2 RR' ; -

r . Tr S  Y 2 2 • 

Tr = Tr/-rr: - +  ----. 

LIVRE DEUXIÈME. 
axes. L'expression du frottement pour un arc ds et un effort 
agissant à une distance à partir du point de contact, dont la 

a
valeur moyenne p est le pas de l'engrenage, deviendra ,-, a etant 

2 

donc : 

L'expression entre parenthèses revient à : 

✓("� " + co;, tt') 2 

_ ,. / !_ + � 

or cos. 180° - ô 

2 cos. Cl cos. rl sin. 2 cx sin. 2a.'+ 
R'e2R R' R2 

' 

= - cos. ô =-cos. ex cos. ex' + sin. ex sin. ex'; 
de plus comme l est Ja génératrice du contact, l sin. 0t R,= 

l sin. a.' = R' et que par suite -
f 

= o, l expression mn.ecx sin. a. , • 
R R' 

ci - dessus revient à : 
2 cos. ô,. / 1 

+ n'
t 

2 

n : n' et a = 
2 1t R 
--, la valeur du ndonc enfin , comme R : R' = 

travail du frottement pour un arc s ,  en faisant entrer dans son 
expression le nombre de dents, peut se mettre sous la forme : 

2 cos. ô ,. /.!_ + _!__ _ 
n n 1nnT =/Q

Or, Qs est le travail dû à la résistance Q pendant le mouve­
ment de la roue; représentons-le par Tr , on a enfin : 

✓ 1 t 2 cos. ô 
n2 n'2 nn' 



CIRCULAIRE CONTINU EN CIRCULAIRE CONTINU. 279 

I I .  AXES NE SE RENCONTRANT PAS. ·  
,

ORGANES AGISSANT PAR CONTACT Il\ll\lEDIA.T AVEC FROTTEMENT 

DE ROULEMENT. 

277. Pour trouyer les surfaces qui pourraient dans ce cas 
servir, adaptées aux axes, à les faire mouvoir l'un par l'autre , 
de telle sorte que le rapport des vitesses fût constant et qu'il ne 
se produis1t pas de glissement, mais seulement un roulement, 
nous reprendrons les considérations l'elatives au roulement, 
exposés au début (art. 23 et suiv .). 

Nous avons vu ( art . .23} que les propositions relatives aux 
centres instantanés de rotation de courbes sur courbes situées 
dans un même plan, s'appliquent à une figure sphérique mobile 
sur la sphère où elle est placée, et qu'elle peut également être 
amenée d'une quelconque de ses positions à une autree, par un 
mouvement de rotation autour d'un point de la sphère comme 
pôle, ou, ce qui est la même chose, par un mouvement de rotation 
autour d'un diamètre de Ja sphère comme axe ; qu'il en est de 
même de tout mouven1ent élémentaire d'une figurti sphérique 
sur la sphère, et que tout n1ouyement élén1entaire d'un solide 
dont un point reste itninobile est une rotation autour d'un axe 
instantané passant par ce point. 

Lorsqu'une courbe 1nobile roule sur une courbe immobile, soit 
que ces courbes existent seules, soit qu'elles se trouvent tracées 
sur les surfaces de deux solides qui 1·oulent l'un sur l'autre, il  · 
est claire. que le point de contact des deux courbes, considéré 
comme appartenant à la courbe mobile, reste en repos pendant
un intervalle de temps infiniment petit ; le mouvement élémen­
taire de la courbe 1nobile ou du solide auquel elle appartient 
doit donc être une rotation autour d'un axe passant par ce point 
de contact. Il résulte de là que, si un solide en 1nouvement 
touche constamment un solide immobile par plusieurs points, 
et s'il ne se produit qu'un roulement du premier solide sur le 
second en chacun de ces points de contact , le mou\'ement éJé., 
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1nentairc du solide mobile est à chaque instant un� rotation au­
tour d'un axe passant par ses divers points de contact avec le 
solide immobile; et que, par conséquent, tous ces points sont 
nécessairement en ligne droite. Donc , pou1· qu'un solide puisse 
rouler d'une n1anière continue sur un autre solide immobile, le 
contact ayant lieu en un nombre infini de points nécessah·e-
1nent en ligne droite, il faut que les surfaces de ces deux solides 
soient des surfaces réglées. 

Ce résultat obtenu en considérant le roulement absolu est di­
rectement applicable au cas du mouvement relatif, puisqu'un 
pareil roulement peut toujours être ramené à un roulement ab­
solu des mêmes solides, en hnprimant à tout le système des deux 
corps, un déplacement égal et directement opposé à celui de l'un 
d'eux, ainsi ra,nené au repos.

278. Étant démontré que les surfaces qui peuvent convenir 
sont des surfaces réglées, il est facile de voir que la solution du 
problème, pour un rapport de vitesse constant, ne peut se trou­
ver que dans l'emploi de deux hyperboloïdes de révolution en­
gendrés par une 1nême droite tournant successivement autour 
de chacun des axes. On sait que cette surface est engendrée par 
une droite qui ne rencontre pas un axe autour duquel elle 
tout·ne, et auquel elle n'est pas parallèle. Deux surfaces de 
cette natut·e E, F (fig. 244) tournant autour de leurs axes Aa, Bb, 

F 
6 

/---·-
, -............ 

Fig. 244. 

se conduiront par simple contact; celui-ci a toujours lieu le 
long d'une génératrice commune aux deux surfaces ; ie change­
ment de contact correspond au déplacement de la génératrice 
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co1nmune lorsque chacun des axes décrit des rotations dans un 
rapport donné. Tout ceci va paraîtl·e très-clair en cherchant. à 

construil'e le système dont il s'agit. 
279. Soient A B, C D  deux axes de l'Otation (fig. 245), a b, c d  

leurs projections sur un plan parallèle à tous deux ; g k leu1· per­
pendiculaire co1nmune (leur plus courte distance) projetée en M ;  
E F une ligne c1ui coupe g k en /t ,  parallèle au plan sur lequel
elle est projetée suivant ef. La ligne E F en tournant autour 
de A B engendrera un hyperboloïde, et en tournant autour 
de CD un autre hyperboloïde; }�}"' sera par suite une ligne com­
mune à ces deux surfaces. 

D'un point quelconque E de cette ligne , abaissons les perpen­
diculaires E A, E C sur AB et sur C D ,  les lignes A E, E C,  qui 
se projetteront suivant a e, c e ,  seront les rayons de deux cercles 
des deux hyperboloïdes ayant un point E commun. 

I 

A !7 JJ 
· F···1········· · 

.... .l •······ · · 
__ ...... - 1n, 

. 
....................... ...- .......... ; B 

.a:., • 

M 
e 

C 

Fig. 245. 

Menant C p parallèle à c e l on aura E p = h k et Cp = ce, 
2 _2 2 2 2 

d'oùeEC = Ep + cp = h k + ce. 
On trouverait de même : A E2 

= g h2 + a e2 
; si donc on a 

. . . r. e h k . tracé 1 a proJectton ef d e teIle sorte que l'on ait - = -h,, onae g · 

• 
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E C h k 

d,après , , . dessus = par cons é-aura encore l 1·es ega 1tes c1-
EA g1, , 

quent les distances de tout point de la ligne E F aux deux axes 
seront dans un rapport constant, et par suite pour une rotation 
de chacun d'eux en rapport inverse des rayons, des longueurs 
égales des deux circonférences, dont ces distances sont les rayons, 
passeront à tous les points communs. Il n'y aura donc que 

. 
r 

changement de génératrice commune, et la vitesseangulaire= ,
R

ret R correspondant aux rayons des cercles de gorge des hyper­
boloïdes. On pourra donc facilen1ent déterminer la pt·ojection ef 
et par suite la position d'une ligne E F pour un rapport de vi­
tesses donné; et les deux axes qui porteront les deux hyperbo­
loïdes qu'elle engendre pourront se mouvoi1· par contact dans ce 
rapport de vitesses. 

Mais tandis que pour le cas des cônes , les circonférences de 
chaque paire de cercles qui se correspondent , bien que n'étant 
pas dans le même plan , se meuvent de telle sorte que les rayons 
qui passent pa1· le point de contact soient perpendiculaires à la 

ligne d'intersection des deux plans qui renferment les cercles , et 
que par suite les deux tangentes au point de contact coïncident 
avoo cette ligne, il n'en est plus ainsi dans le cas des hyperbo­
loïdes. 

Les cercles dont les rayons sont C E .  A E se trouvent dans 
des plans dont l'intersection est la ligne E e; les tangentes à ces 
cercles au point E ne coïncident nullen1ent avec cette ligne ni 
avec aucune antre, elles sont distinctes ; il n'y a plus en réalité 
roulen1ent,  mais rencontre de point successifs des cercles. Si 
la distance g k est petite, les hyperboloïdes se rapprochent 
beaucoup d'une pai�e de cônes dont le sommet commun serait 
en h. 

280. Dans la pratique, •dit encore li. Willis, dans le cas qui 
nous occupe, comme dans celui des cônes , on n'a besoin que 
de petites parties de la surface de chac1ue hyperboloïde , et on 
peut sans erreur sensible leur substituer une partie de la sur-
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face du cône tangent au point milieu , qui peut être déterminé 
de la manière suivante : 

Soit C K l'axe de l'hyperboloïde, C K  = N P = y  la moyenne
distance au plan C passant par le 

' centre de la partie considérée ; 
K P = C N ,  la distance à l'axe 
C K ,  le rayon ; C A ==  a Je rayon
du centre de gorge de l 'hyper­
boloïde et le demi-axe dea. l'hy­
perbole génératrice P A P' , élé­
ments déterminés par la construc­
tion précédente, dans laquelle A E, 
EC représenteront lerayon moyen, 

\
\ 9, k les centres des hyperboles gé­

nératrices , et g h,  h k leurs demi-Fig. 24.6. 
axes. 

Soit PTE la tangente en P, on a, d'après les propriétés con­
nues de l'hyperbole , 

b 2  . b 2 .y2 = -a 2 (x2 
- a2) et C E = -. �•· 

y 
a2 yCette valeur de C E  = · 2 donne le so1nmet E du cône dont

X - a  
la base est K P. 

281  . D'après ce qui précède, la transmission du mouvement 
entre deux axes qui ne se rencontrent pas, et ne sont pas paral­
lèles , peut th�oriquement avoir lieu comme dans le cas qui a 
été pt·écédemment étudié, et la solution générale être appliquée, 
si l'adhérence au contact suffisait pour surmonter la résistance à 
vaincre. Si elle ne peut suffire, on peut encore (au moins théo­
riquement, car les difficultés du tracé de ces engrenages les ren­
dent peu admissiblès dans la pratique) construire des engrenages 
à frottement-de roulement dont les dents ne se touchent qu'en
nn point·, d'après les principes déjà exposés pou1· d'autres posi­
tions des axes de rotation. Il faut pour cela enrouler sur les deux 
hyperboloïdes une même courbe par la rotation de ces surfaces 
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dans le rapport de vitesse voulu , puis habiller ces courbes de 
manière qu'elles se trouvent sur des surfaces se touchant par ces. 
cou1·bes , de telle sorte que celles-ci ne puissent échapper. 

Prenant pour la ligne à enrouler une ligne droite, la courbe 
d'enrou)e1nent se rapproche de celles étudiées précédeminent pour 
les autres cas. 1\-1. Olivier, en les réunissant par un 1node de gé­
nération com1nun, les a classées en développantes plane; cylin­
drique, conique ou hyperboloïdique, suivant qu'elles sont t1·acées 
sur un plan , un cylindre, un cône on un hyperboloïde de révo­
lution. 

282. Soit A un axe vertical (fig. 247 ) ,  P un plan perpendi-
culaire à cet axe le coupant en un 
point o, traçons dans le plan P un cer-
cle de rayon p ayant son centre en o • 

. Soit F un fil enroulé sur ce cercle , 
et au point où le fil se s�pare du cer­
cle, imaginons un anneau glissant sur 
ce cercle et qui per1net à l'extrémité 

., 
Fig. 24T.lihl'e du fil de prendre divetses direc- ... 

tions. Si l'on donne un mouvement de rotation autour de l'axe : 
" 

1° La partie libre du fil restant dans le plan P et tângente au· 
cercle, un point de ce fil tracera une développante du cercle. 

2 ° La partie libre du fil restant dans le plan P et coupant le 
rayon qui passe par le point d'attache sous un' angle constant, 
un point du fil tracera une développante du cercle qui a pour
rayon la perpendiculaire abaissée du cent1·e o,  sur la di1·ection 
du fil. 

3 ° La pa1·tie libre du fil étant tendue le long de la génératrice 
d'un cône droit passant par le cercle, l'ext1·émité décrira une 
spirale héliçoïdale dont la ·projection sur le plan P est une spirale 
d'Archimède ( p =a 11> ). La longueur du fil restant la même pour
chaque tour, l'élément héliçoïdal sera d'autant plus incliné sur 
la génératrice que la section du cône sera moindre, que Je · point
décrivant se rapprochera davantage du sommet. C'est bien l'effet 
que donneraient des roues d'angle considérées comme formées 
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de plans superposés, si on les faisait tourner ceux-ci de quantités
égales pour supprimer le glissement, en 1·aisonnant comme pré­
cédemment. 

4 ° La partie libre du fil étant tendue le long de la génératrice 
d'un cylindre droit passant par le cercle, son extrémité décrira 
une hélice cylindrique. 

5 ° Enfin si la surface sui· laquelle se meut le fil est engendrée 
par la révolution d'une droite· faisant avec la ligne A qu'elle ne 
rencontre pas un angle ô ,  la surface sera un hyperboloïde de 
révolution , et la ligne tracée par un point du fil appliqué suc­
sivement le long des génératrices rectilignes , une développante 
l1yperboloïdiqtte circt,laire. 

Il est ê:vident que dans le cas des hyperboloïdes, cette ligne ne 
pourrait plus être remplacée par une droite tracée dans un même 
plan tangent com1nun aux deux surfaces (puisque pour une gé­
nératrice con1n1une les deux plaus sont distincts) ;  le tracé des 
dents offrira par suite des difficultés , que l'on n'abordera guère
dans la pratique, surtout lorsque la solution indirecte par une 
1·oue intermédiaire permet une solution facile du problème par
l'emploi des engrenages coniques, ainsi que l'a montré M. Pon­
celet. 

283. En effet, soient A a, B b  deux 
axes (fig. 248); prenez une ligne con­
Ycnablement disposée qui rencontre les 
deux axes en C et en D, et servez-vous­
en comme d'un troisième axe jouant 
le même rôle que les deux p1·emiers. 

Une paire de cônes de roulement 
e ,  f, ayant leur sommet en C ,  sans 
qu'il soit nécessaire qu'ils s9ient ac­.Fi�. 248. colés, et une autre paire g, lt, ayant

leur som1net en D, se 1uèneront par sin1ple roulement, et fi­
nalement la rotation de B b sera co1nn1uniquée à A a par simple
roulement. .  

A 

Soient A, A , ,  a les vitesses angulaires respectives des axes Bb, 
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C D, A<>, et R, R . , r  les ••�·on• dt:,s 1,a..,. de œs d,n,,.. on aun,o: 

:, = �i' et:· = '[;, ,roi, � = �• 

cn<l<D><ntooomn,e si  le$ ox\1"'!1 , ,t h o[>Ou,alcnt agir par oon­
tacl immédi1t1oJ"u11,11rol"1rn\re 

28�. l-11. solution th,'orique, fondff •or 1.. prineii- 1,�•u� 
que """" a,·on� c,pos,is, œt toujours possible, et le premier 
h�1.,,.bolvide portant """ dcHI d"uoe c,,,u,i,.., (.,.,.,.,, al le 
de11,i\•me est muni ,r,11u, ,kut 'J"i soit rc,,.cloppe de toute& 
les positions de la vremièro, le mouvement aura lleu eomme 
,;o1.,,, deu- !,_,1..,..boloid.,.o.,, mou,ni<nt dans 1... rondition• 

��1�;f};;.��i;:'.: � 
ettclcs primitih de dent• de pcn 
d"éœuduu dont les J"ace,i soieul 
trae&ssuh"anlle5ogénératrlc,,,.dcs 
b)p,erboloid""o""""'"\ol'"'o""ode 
�;�.:i:t,.:.:�:.,:;1,7:� .. �-,.= , r., m 

œ11<litio11� voulue•;o!"" �'lio�rnlri""' qni aµirout !'one sur l"•u1N: 
•�·nnt fvidemmcnt ln di....,liuo oonvenabte. Cette constroetjon 
oc retrou,c d,11, quelques mnchines, 11iai• l"e,.;.,utkm l'.ùlnitlète 
doolépurequiodouneraltoleotrnr+.oe.-a,·1 ,Je,,o dentsooITriruitodes 
diffi<:uJté,, trop�"'°""" dans la pratique. 

En =lité, 1• prati,1ue en,ploie exelu•ivcmrnt dei, Mues 
d"ang!es lntermMialrNo<lo11nant l•o•y•tèmeoq11l , leutod'l.1n,dé­
eritopour lesoOOnœ primiti�o(ti<i;. }�8), ""it son éqol,·slent si 1.,. 
l"'Oll<';8 au,il\11iroo; !M &ont p.o• �r,mpk,, oonl !!O!parh9. 

l'iul !,.,,,,,in ,l� re,cnir ,uroœttconpplk�lion desosy•lèmes pn'­
ttdcntl!, nu pointodeo,·lleodeoln pratique. 
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Mais même àu point de vue de recherches théoriques, i l  n'y a 

pas d'intérêt à envisager le problème dans toute sa complica­
tion. l\f. Olivier a donné la solution de la question pour un 
système qui jouit de propriétés particulières importantes fon­
dées sur celles développantes. C'est le seul cas 9ue nous exami­
nerons et qui , du reste, nous n1ontrera clairemel)t comment il 
faudrait opérer dans le cas général. 

Dans ce système, les dents de l'une des roues sont à déve­
loppantes et ne diffèrent pas de celles d'un engrenage cylin­
drique; celles de l'autre roue sont formées d'une surface héli­
çoïdale développableo, et le contact a toujours lieu suivant une 
ligne droite. 

285. Cherchons à donner idée du principe fondamental de la 
construction de ce système et à exposer les données desquelles, à 
l'aide des procédés de. la géométrie descriptive , on peut déduire 
les tracés nécessaires à l'exéeution.  

De la propriété de l'engrenage plan à développanteso, que le 
contact a toujonrs lieu sur la nonnale commune, qui est la tan­
gente co1nmune aux cercles qui portent les dentso, il résulte que -
si on fait tourner une des roues autour de cette tangenteo, les 
deux engrenages n1us avec la vitesse voulue se toucheront tou­
jours par un point situé sur cette tangente commune (t). La pre­
mière roue restant la tnême , cherchons les modifications qu'il 
faudrait faire subir aux dents de la seconde roue, quelle surface 
devrait être engendrée par des génératrices passant par une sec• 
tion faite au milieu de l'engrenage -à développantes fournissant 
déjà un point de contacto, pour que le contact eût lieu suivant 
-une ligne droite. 

(1) 1\1. Olivier a encore fondé sur _cette remarque la construction d'en­
grenages à développantes fort curieux. Puisque l'on peut faire tourner une 
des roues autour de )a tangente conununee, l'engrenage peut être o�cillant, 
c'est-à-dire qu'on peut donner à une des roues deux mouvements de rota­
tion , l'un autour de son axe , l'autre autour de la droite des contacts. Les 
contacts n'ayant lieu que par un pointe, les roues doivent se réduire à des 
·profils sans épaisseur, ou les dents de la roue oscillante être tenuinées par 
une surfaee-caual. 
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Traçons rengrenage plan comme à l'ordinaire, et dans un 

plan M M' (fig. 250) perpe�diculaire au premier, traçons ON , 
trace du plan de la seconde roue après 
qu'e1le a effectué une rotation autour 
de la tangente <:ommune. Soient O, o' 
o" les projections �es points de con­,
tact successifs ni, 1n', ni", ils se projet­

.' teront sur O N, en des points p,p',p",
obtenus en décrivant des arcs de cercle 
du point O comme centre avec les 1:i.:. 2r.o. 

rayons O o' , 0 o". Si donc on prenait pour génératrices des sur­
faces des dents des deux roues les cordes p' o', p" o", le contact 
aurait évidem1nent lieu suivant ces lignes qui passent par les 
points des deux roues qui viennent �uccessivement en contact. 
Ces lignes for1nant avec le plan de, chaque roue un angle égal 
à la moitié du,supplément de l'angle des deux plans, elles en­
gendreraient deux surfaces développables héliçoïdales, puisque
l'inclinaison de ces arêtes est constante, et comme elles sont si­
tuées, lors du contact, dans le plan vertical P P', leurs arêtes de 
rebroussement sont situées sur les surfaces des cylindres. 

286. Insistons un instant sur cette solution, qui n'est pas aussi 
shnple que. celle que nous allons expliquer en détail, mais qui ne 
manque pas d'intérêt. Elle peut êt1·e facilement exécutée dans le 
cas où , donnant peu de largeur aux couronnes des roues , les 
dents restent sensiblement rectilignes dans le sens de la lon­
gueur. Elles fournissent le double mouvement de rotation et de 
progression qui appartient à la vis, comme nous le verrons plus
loin , et qui est nécessaire d'après les positions des axes. 

Soit P, C Q. = t l'angle des deux roues construites comn1e 
nous venons de le : dire, ou des deux axes des roues; lors­
que le contact a lieu et que la dent L M  (cachée dans la fi­
gure) met en mouvement la roue BB. ,  si nous appelons N la 
pression au point de contact qui s'exerce suivant la normale 
CN, P la puissance exercée pat· la roue mot1·ice C, perpendicu­
laire1nent à son axe, Q la résistance de la roue B B., on aura, à. 



1'�1ot,Wqullibrc , lc mo,nerncn1,miforru c P = l'i  ro,. l'i C J>, =ol'i 

sin. o,oQ = 1' c�. l'i C oQ , = .\ olu. , , , • + • · = l, ctoij = :::: -,o

!, 

L,..oligncs deo!a figure permettent cnrorcodeoMtetrnin,role, 
valcun dcsoC<lmposantcs R ctS <1nl aRiuent suhant l.soa;,.r;ict 
"�""'"t un rrouement ro111idérnble, principal ln<:onn\nientodcs 
solulloosodi�tes duoproblfmeode1ocngr,,1,nge,;oentreodcuxo11Xtt 
qoiooo georenrontreutpu 

287. fleH..on, à IA solutio11 i11di,1m"' ...,_, �I. Olh-ier. ,\insl 
<[Ue nous l"�•ons dit, ee ne ,ont pns deu< ,urfaeèO héll1-o!dalcs 
qu·on cmplolopourforrncrolœd�nto,011otrouvcplu,n,·•n!ag,,ux 
<lècon,ser,·cr à laprc111iercoroue ioodhtluppanlc!lo5'1oformoocJlio· 
i.lrh111e et p.�r ,11uc d"une ooo,truction facile. 

llan,ee ca,, les projœtion, del aret.eoopaSS11ot an point de 
coot�etde,•ienncnl les droltcs o"oq',P'q (fig. 2;;0). l.eopoiot, p' ,  
1"',o•pi)artcoanl iolaose<:oudeorone, neoptn,·enlplu,oalor;io,·enlr 
CDoC<l11tac1 a,ee le,, b-énératr� des dent� �ylindrl,[uesodc la 
prewière.o)..101, .ioonore,,ulelaoroue C ,o.toouolnorepous,e surle " 
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prolongement de son rayon en C' (déplacement qui, dans les 
engrenages à développantes, n'influe en rien, con1me on le sait, 
sur la forn1e des dents ni sur le point de contact toujours placé 
sur le point de rencontre du profil de la dent de la l'oue qui ne 
change pas avec la tangente con1mune) , et qu'on déter1nine ce 
point C' en projetant le centre C sur 1\1 M', p1·olongeant jus­
qu'en C" et rabattant pat· un arc de cercle sur 1\1 1\l' et enfin la 
portant en C'; on voit facile1nent que les points q', q" devien­
nent alors les projections des points de contact p', p" de la 

seconde roue, et que le contact des dents aura lieu suivant ces 
arêtes, qui sont des droites ayant deux points co1nmuns o et q 
sur les deux roues, si on les prend pour géné1·atrices des dents 
de la surface héliçoïdale de la seconde roue. Ces génél'atrices 
seront des droites inclinées sui· le plan de cette roue d'un angle 
égal au complément de l'angle des deux plans, et for111eront une 
surface hélicoïdale dont tous les éléments sont détern1inés . • 

.288. Pout· rendre ceci plus clair, proposons-nous de construire 
àpriori l'engrenage dont il s'agit.

Après avoit· partagé la plus courte distance des deux axes qui 
ne se rencontrent pas, en raison inverse des vitesses à obtenir, 
traçons avec ces longueurs ou des longueurs proportionnelles, 
comme rayons, deux cercles ; la question se réduit à trans1nettre 
le mouvement du premier au second,  ou mieux aux cylindres 
ayant ces cercles pour base et des génératrices parallèles aux 
axes, avec la· condition que les vitesses angulaires soient dans le 
rapport voulu. 

Nous donnons aux dents de la roue menante pour profils des 
développantes de cercle ; les dents de la roue menée seront des 
portions de la surface développable formée par les tangentes à 
une certaine hélice tracée sur la surface cylindrique appartenant
à cette deuxième roue. 

Soient les deox cylindres construits comme nous venons de 

le dire, c'est-à-dire ainsi (fig. 262) : la plus courte distance 
,entre les deux axes ayant été divisée en deux parties O K. ,  
O' K inversement proportionnelles aux vitesses des axes; prenons 
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ces parties O K, O' K pour rayons des deux cylindres primitifs. 
Lesdeux génératrices des deux cylindres parallèles aux deux axes 
passant au point K, détermineront un plan P, tangent anx denx 

cylindres. En effet, ce· plan compreoora 
une génératrice de chacun des cylin­

o ,.__ dres, c'est-à-dire deux perpendiculaires 
1 aux parties de la plus eourte distance,.

qui sont les rayons des cercles de: 
base des cylind�es, et qui seront par 
suite perpendiculaires à ce plan. Pla-

Fig. 252• çons, pour simplifier, l'axe da pre-
1nier cylindre vertical, et l'axe du deuxième incliné à l'horizon. 

Dans le plan P menons une droite verticale, enroulons-la sur 
le deuxièn1e cylindre, de manière à former une hélice. Si l'on fait 
tou1·ner ce cylindre autour de son axe, les différents points de­
l'hélice viendront se placer dans le plan· vertical P, et les tan­
gentes à l'hélice viendront aussi successivement se placer dans 
ce plan; elles auront alors une direction verticale, car elles feront 

tontes le même angle avee les génératrices du cylindre, et cet -
angle est précisément égal à celui que la ve�ticale que rions avoM 
enroulée sur le cylindre fait avec son axe. 

Toutes ces tangentes forment t1ne surface développable, qui a 
pour arête de rebroussement, l'hélice .. 

Tout plan tangent à cette surface développable passe, conrme 
on sait, par deux arêtes eonsécutives, c'est-à-dire par deux tan­

gentes à l'hélice infiniment voisines ; e'est donc le plan oseula­
teul' de l'hélice au point commun aux deu.x tangentes (renfer­
mant deux éléments de la courbe). Ce plan passe par la normale 
abaissée de ce point de l'hélice sur l'axe du cylindre, ce que nous· 
démontrerons pfus Join. Il s'ensuit que ce plan est perpendi­

·culaire· aL1 plan tangent au cylindre mené· par ce point de l'hé­
lice (t). 

(t). Cette démonstration est empruntée aux cours de machines de l'.École 
Polytechniquee, lorsqu'il était professé par �I. Chasles ( feuilles lithogra­
phiées). 

19.  
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D'après cela, le plan osculateur à l'hélice en un point 1n, situé 

dans le plan ve1·tical P, est normal à ce plan, puisqu'il passe
par la perpendiculaire abaissée du point ni sur l'axe du cylind1·e, 
laquelle est perpendiculaire au . plan P tangent au cylindre. 
D'une autre part, ce plan osculateu1· passe pa1· la tangente à 
l'hélice au point rn, laquelle est verticale; ce plan est donc le 
plan yertical norn1al au plan P. Or, ce plan osculateur est le 
plan tangent à la su1·face héliçoïdale. Donc, dans le n1ouven1ent 
du cylindre autour de son axe, tous les plans tangents à la 
surface développable héliçoïdale viennent se placer perpendicu­
lairen1ent au  plan vertical P, qu'ils coupent suivant les droites 
verticales. 

Maintenant, supposons que Je prcn1icr cylindre soit armé 
d'une dent dont le profil soit une développante de cercle qui lui 
sert de base, cette dent sera elle-même �n cylindre vertical ; ce 
cylindre sera toujours normal au plan vertical P, parce qu'une 
développante de cercle est toujours normale à toute tangente an 
ce1·cle. Donc, ce cylindre en tournant se1·a toujours tangent à la 
surface développable héliçoïdale, qu'il touchera suivant une de 
ses génératrices. 

Ce cylindre poussera donc la surface héliçoïdale en s'appuyant 
sur elle dans toute l'étendue de sa génératrice,equi, au moment 
du contact, est dans une position verticale. Cette pression fera 
tourner le cylindre autou1· de son axe. 

Après un mouvement infiniment petit, ce se1·a une autre arête 
de ,la surface héliçoïdale qui sera dans une position verticale et 
que le cylindre à base de développantes poussera. 

Quand ce cylindre , qui forn1e une dent du premier cylindre, 
aura cessé de pousser la su1·face héliçoïdale qui forme une dent 
du deuxième cylindre, deux autres dents semblables commence­
ront à être en prise. De la sorte, la transmission du mouvement 
se fera d'une manière continue, comme dans les engrenages co-

•niques.
289. Nous avons dit que le plan osculateur en un point d'une 

hélice tracée sur un cylindre circulaire passe pa1· la perpendicu-
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laire abaissée· de ce point sur l'axe du cylindre. Voici la démons­
tration de cette proposition. 

l,e plan osculateur passe par deux tangentes infiniment voi­
sines nit, rnt' (fig. 253). Que l'on suppose que par le point m on 

on ait mené de_s droites parallèles à 
toutes les tangentes à l'hélice, cesdroi­
tes fo1·1neront un cône de révolution 

-1il, 

autour de l'arête nik du cylindre. Le •· 
plan des deux tangentes nit, nit' sera 
tangent à cc cône. Conséquemment il 
se1·a pet·pendiculaire au plan qui con­

Fig. 253. 
tient la tangente mt et l'arête mk, 

car celui-ci sera le plan diamétral du cône; 01· ce plan_ est 
tangent au cylindre. Donc le plan des deux tangentes mt, m t', 
e'est:-à-dire le plan osculateur de l'hélice, est normal au plan 
tangent au cylindre. Donc il passe par la normale à ce plan 
tangent, c'est-à-dire pat· la perpendiculaire abaissée du point m 
sur l'axe du cylindre. 

290. La rotation du deuxième cylindre autour de son a'xe sera 
toujours dans un rapport constant avec la rotation:du premier 
cylindre. 

En effet (fig. 2 54), soit LL la tangente commune aux bases 
des deux cylindres. Soient n, n les points où la développante du 
cercle qui forme la dent dlt premier cylindre rencontre cette 

. ], 

,
/1) V 

Fig. 254. 

droite L L ,  dans deux positions successives ; nn! égal à l'arc ati, 
es t proportionnel à la rotation du pt·emier cylindre. }:E' étant 
l'arête de contact du deuxiè1ne cylindre et du plan P, est rencon­
trée en ni et m' par les perpendiculaires élevées en n et n', et E m  

• 
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Ea', mesurent les distances de deux points de l'hélice, qui dans la 
rotation viennent se placer sur la droite E E', à la base circulaire 
.du cylindre. Le segment na. m, différence de ces distances, est 
proportionnel à la rotat!on du second cylindre; 1uais le seg­
ment nn' est proportionnel à mm. Nous avons dit que ce der­
nier était proportionnel à la t·otation du premier cylindre. Donc 
les 1·otations des deux cylindres sont entre elles dans un rapport 

,.constant.· 
·291. On peut , dans œ système d'engrenages, constt·uire des 

engrenages intérieurs et extérieurs. Ni les uns ni les autres ne 
sont évidemment à 1·etour ; cela résulte claire1nent de la forme 
des dents héJiçoïdales. Au reste , cette surface héJiçoïdale ayant 
deux nappes formées par l'enroulement d'une droite autour d'un 
cylindre soos un angle constant ( à droite et à gauche), il sera 
facile de constrtùre un engrenage agissant dans un sens , celui 
agissant en sens inverse étant déterminé, et de les assembJe1· 
avec un même axe pour eu obtenir le mouvement dans les �eux 
sens. 

La savante solution du problème des engrenages ent1·e deux 
axes qui ne sont pas dans un 1nême plan que nous venons d'ex­
pliquer, est due à M. Olivier. Elle n'a pas encore reçu d'appli­
cations pratiques importantes; on doit l 'attribuer -Surtout à la 
difficulté de tracé, et aussi au frottement considérable qu'engen­
drerait, sur les collets des tourillons et sur les dents, rincli­
naison de la dent héliçoïdale. Aussi dans la pratique préfère­
t-on employer deux engrenages coniques. 

292. l'rotte1nent. - Ou voit facilement que le travail dn f1·ot­
tement ne sera plus calculable ici, de la mê,ne manière que pour
les engrenages coniques ; le chemin parcouru par le frottement 
sera différent. En effeta, le point de contact se meut sur une 
surface héliçoïdale dont les génératrices font un angle 90° - ô 
( ô étant l'angle des plans des deux roues) avec le plan ·perpen­
diculaire au second axe. Le contact ne de1neurc plus sur une 
même tangente commune comme dans les engrenages coniques, 
il se déplace en out1·e sur un plan incliné représenté par m m', 
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fig. 254. Si l'on compare ce qui se passe dans cet engrenage à 

ee qui a lieu dans un engrenage conique , où le contact par­
courl'ait la ligne n n ', il existe donc la relation entre 1a valeur du 
chemin pal'couru l par le contact et la  rotation a ,  l sin. a = a, 

cette longueur pour un tour devient 
2
. '1t � au lieu de 2 1t R. Le 

Slil. o 

travail du frottenlent sera sensiblement celui des engrenages 
1coniques ,nultiplié par . ô, ou : 

Slll . 

1T r = (1t/1� r � / .!_ + _!__ _ .2 cos. ô)
V 11,2 r,!2 n n' sin. ô '  

sin. ô étant toujours plus petit que 1 ,  cette valeur du frottement 
est toujours plus grande que pour les engrenages coniques (indé-· 
pendainment de celui considérable qui se produit sur les collets 

1 
°des tourillons) ; poul' ô = 30 sin. ô== ½ et . = 2 .  

Slll . 0 

A X E S  A A'N GLE . D R OIT, 

293. Vis sans fin. - Dans le cas particuJier où les dêux axes 
qui ne se rencontrent pas forn1ent un angle droit ou peu dif­
férent d'un droite, la solution précédente ramène à un organe 
fréquen1ment e,nployé , représenté (fig. 25.S ) ,  composé d'une 
roue dentée dont les dents sont des développantes de cercle en­
grenant avec une vis à filets rectangulairese, dite vis sans fin. 
Les dents de la roue et les plans inclinés de la surface héliçoï­

dale servent à transmctt1--e le monv� 
ment d'un axe à l'autre ; en  général 
c'est la ,1is qui conduit • 

•Je suppose que l'axe de )a vis soit 
vertical ,  l'axe de la roue se1·a hori-. 
zontal , et la roue, que nous suppo­
serons un instant être un cercle ou

Fig. 255. 
disque sans épaisseur, sera dans un 

plan vertical passant par l'axe de la vis. 
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Ce plan coupe la surface inféa·ieure de la vis (fig. 256) suivant 

plusieurs de ses génératrices, c'est-à-dire suivant des droites t,i,ni
r,.' m' • . . . •  et le cylindre sur lequel sont les hélices extrêmes de la 
vis suivant une génératrice rn m'• 

.. . 
0i 

,.. 
a, 

,:

: lt--::.:i0: ...·1/Îm, 
·· ···.a· ./. . •··· · ·· 

Fig. 266. 

Regardons cette droite m m' comn1e la directrice d'une cré­
maillère (système dont nous parlons plus loin), c'est-à-dire comn1e 
portant des flancs m p., 111.-' fi-' . . .  perpendiculaires à sa direction , 
et donnons à la roue des dents ayant pour profils des dévelop­
pantes de cercle. 

Si l'on fait tourner la vis dans le sens indiqué par la flèche, 
ses génératrices telles que b n, inférieures à am, viendront suc­
cessivement se placer dans Je plan de la roue, et se trouveront 
en contact avec sa dent 1n 1n 1 ; elles exerceront_ donc sur cette 
dent une pression de haut en bas, qui fera tourner la roue. 

Quand la dent m ni a cessera d'être en prise, d'autres dents 
fonctionneront ; de sorte que le mouvement continu de la vis 
produira un mouvement continu de la roue. 
. Si le premier est régulier, le deuxième le sera aussi , car l'arc 
parcouru par un point "'• de la roue sera égal au segment inter­
cepté sur la verticale m m' par deux positions de la roue m m, .
Ce segm.cnt sera la distance, estimée verticalement, entre deux 
génératrices am, bn de la vis ; or cette dfstance est proportion-
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nelle à la rotation de la vis; donc la rotation de la roue sera 
elle-mêtne p1·oportionnelle à la rotation cle la vis, ou 

. t,,' : <,> = lt : 2 -rr R , 
h hauteur du pas de la vis, R rayon de la roue; pour un tour 

, 2 r. Rde la ,1is ou o>' = t, la roue aura tourne de h ou d'une divi-

sion, celle-ci sera de longueur égale au pas de· la vis. 
294. Nous avons supposé que la roue se réduisait à un simple 

cercle sans épaisseur; mais, dans la pratique, les dents devront 
avoir une certaine épaisseur , et leur face latérale, qui a pour
base la développante du cercle de la roue, ne peut pas être per­
pendiculaire au plan de la roue, à cause de l'inc1inaison de la 
surface de la vis sous laquelle doit se loger la dent. Il faudra 
donner à cette face latérale une inclinaison sen1blable à celle de 
la surface de vis lors du contact, d'où résultera un contact sui.. 
vant une ligne. De cette condition résulte, comme nous allons le 
voir, l'impossibilité de la réciprocité du systèn1e dans tous les 
cas de la pratique. 

Supposons que la puissance soit une force P tangente à la cir­
conférence du cylindre sur lequel est tracée l'hélice � extrême, 
c·est-à-dire à la circonférence qui a ani pour rayon ; et la  résis­
tance une force Q qui s'exerce, suivant la génératrice du con­
tact, en m, de bas en haut. Si l'on fait abstraction du frotte­
ment , la relation entre la puissance et la résistance sera, pour 
l'équilibre, comme sur le plan incliné , savoir P tang. ot = Q ,  
ot étant l'angle que la tangente à l'hélice fait avec la direc­
tion de la force P.  

295. Q'uel que soit l'angle ot,  on pourra toujours , en augmen­
tant la force P, faire fonctionner le système. On peut considérer 
la dent de la roue comme une petite surface K (fig .  257) appli­
quée sur la surface de la vis et poussée verticaletnent de bas en 
haut, et la vis comme un plan peu incliné qui ne peut avancer

• 
qu'en faisant descendre cette pièce K qui la presse, et qu'avec 
une force saffisante on fera toujours descendre. 

Mais si l'on veut conduire la vis par la roue, il faudra que la 
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force verticale Q qui presse la petite surface K sur la surface 
DE de la vis comme sur un plan incliné, soit capable de pro­
duire le glissement de cette surface sur le plan malgré le frot­
tement. 

J
l 

....-·· r .,,,..·· 
..··" ,/ 

Fig. 257. 

Or nous savons que la condition du glissement d'un corps sur 
un plan, c'est que la direction de la force qui doit le produire
fasse avec la normale au plan un angle plus grand que celui do 
frottement. Sur la figure, l'angle qne la verticale mQ fait avec la 
normale mN est égal à l'angle que la tangente à l'hélice , repré­
sentée par DE, fait avec l'horizontale m I. 

Il faut donc, pour que l'engrenage soit réciproque , c'est-à-dire 
pour que la roue puisse conduire la vis, que l'inclinaison de l'hé­
lice sur le plan horizontal soit plus grande que l'angle de frotte­
ment ; ou en appelant/ le coeflicient de f1·otte1nent, que l'on ait 

tang. et >/, ou Q/ > 
Q ; et comme Pf est la résistance due

tang. a 

au frotte1nent, croissante avec Q, on aura toujours, si cette con­
dition n'est pas remplie, P/+ P  tang. a> Q, quclld'que soit 
la valeu1· que l'on donne à Q.

Cette pt·opriété est fréquem1nent utilisée dans la pratique ; 
presque toujou1·s la vis conduit le pignon, ta-µdis que celui-ci 
ne peut conduire la vis à cause de la faible inclinaison des filets. 
Elle permet d'employer avec sécurité cette transmission •de 
mouvement dans les machines à élever les fardeaux, par exem­
ple , parce qu'on est sûr que les poids soulevés ne pourront re-
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descendre d'eux.-mên1es, et en général pour éviter les réactions 
d'une résistance considé1·able sui· une puissance bien moindre 
qui détermine un petit mouven1ent. 

Lorsqu'au contraire on veut que la 1·oue puisse mener la vis, 
il faut donner au filet une grande inclinaison qui ne peut être 
moincb·e de 45°, et qu'on fait souvent plus grande. La vis a alors 

plusieurs fil_ets et chaque tom· de la vis fait tourner la roue d'un 
nombre de dents égal à celui des filets. Ce dispositü est quelque­
fois e1nployé pour les régulateurs à ailettes des grosses horloges.

296. l'rottement. - La vis et la roue dentée donnant exacte­
ment en coupe le système dit crérnaillère, que nous allons bientôt 
étudier, on peut prendre comme dans ce cas pour effort moyen 

du frottement fQ- =J�Q 2 � R  , puisque a= -- = 
n h pas de la 

2 R n 
vis. Le chemin parcouru par ce frottement pour une division 

a 
n'est plus a mais l = . , ex étant l'angle de l'hélice avec 

Slll. ex. 
1l'axe. Le travail pour une division devient/Q a 

. , et pour un n Slil. 0t 

tour (en remplaçant a par 2 it R ,  et comme Q X 2 it R = 'fr), égal 

1à /n Tr . , quantité dont la valeur est d'autant plus grande 
SlD. ex 

1 
que ex est moindre, . étant une quantité plus grande que 1 ,

sin. ex 
puisque sin. ex est toujours pl us petit que 1 .  

On voit que ce système est peu p1·oprc à transmettre de grandes
forces, et qu'il s'y produit un f1·otten1ent qui occasionne une 
perte de travail considérable. 

297. Vis tangente. - On emploie assez fréquemment une dis­

position désignée sous le nom de vis tangente, qui diffère de Ja 
vis sans fin en ce que les dents de la roue sont remplacées par
des su1·faces enveloppes, en contact avec le filet de la vis suivant 
une ligne continue, sur toute la largeur de la couronne cy•
lindrique. 

Dans cette disposition la denture du pignon, au lieu d'être 
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llmlté,, n\érleun,men! par uneosurral:"eocJllndlique droite, iw,oler• 
mlnc par une gorge CJllndrique qui fpoo58 la  ror,ne de la ,·t,, 
... u1ofln. 

Si ron consid�re un plao "'"l)erptodic"l•ireàl"ucdu pignoo, 
li fflOpeta le Illet h<'liçoldnl, dont la gén�r;'l!ion n"c1t d"•illcu .. 
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Relathtn>ent .t ee pl•n "'", 5ltu� d"•llleuro d"uue maulb-c 
qutlconquco1uroloolar11eurototnl e o,luoplg,oon,œtteocourbeoernlt 
luodcotod"ooeocn'mallli're destlr)ileoJt a�lrocontreolacourbeoll,,o A 
l"n,e du pi�non et dans le plan"'"o· Cette e<>url>e d<J,·roit ftre 
rcn,·eloppe de la premli,n,, et 1� '"'rie d<l .-ourbes t1emblables dé­
lerml1>eult !a surfa"" �"'"'be des denbt du 1,lgnon. 

Sansquïlosolto�lu dcororourlr à de lonc-.otraeésodlfflcHM,11 
est un moJen d"cûcution qui perrnet d"ol,tcnlr ra�llemeut la 
dentun, du pignon. Nous ,erron, plus loin comment M. 011,-�r 
• !'l'nértolioioetoétcndu ""tteorno!thOOe , etomonlréocomm<,nl iloen 
mYllllltodcs formes ,u.eeptibles dco.._u,ralrc .totoutc. le. oondl­
Uoo•d""o•ni;,.,na�"'o· 

\plffa,·olroe,ttotéo111r lcotour leodi,gw, .io , dan1oleqoel ,;orr.,

doinDlo�reodkoup,!ei;lc.o1urfaœsogRu•hesquïlo•'agltod"obtenir, 

http:ocec...ir
http:DEUXlti.11


,
CIRCtJLAIRE CONTINU EN CffiCULAIRE CONTINU. 30 � 

on installe ce disque sut· un axe pouvant tourner libre1�1ent et 
perpendiculaire à l'axe de la vis sans fin. 

Une vis sans fin, en acier trempé, pareille à celle qui doit me­
ner le pignon que l'on veut produire et montée sur un axe, inva­
riablement maintenue dans le plan qui divise en deux parties
égales la denture gauche , est placée de telle façon que le filet 
saillant de la vis, entaillée pa1·allèlement à l'axe pour pouvoir 
couper, pt·esse fortement cont1·e la gorge du disque. 0!1 fait alors 
tourner la vis d'une n1anière continue, et son filet se fraye un 
passàge dans cette gorge. On continue la rotation de la vis en 
rapprochant successivement l'axe du pignon, au fur et à 1nesure 
de l'approfondisse1nent g1·aduel de l'cntaill� découpée par le filet 
de la vis. 

Si l'on réfléchit que la vis en travail imprime nécessairement 
au pignon é1u'elle découpe un mouvement de rotation , en 1nême 
temps qu'elle fait son passage propre dans l'épaisseur de ce dis­
que, on comprendra qu'ap1·ès avoir prolongé suffisamment le 
travail dans les conditions expliquées, le filet de vis doit arriver 
à se loger dans l'entaille qu'il pratique jusqu'à ce que son noyau 
vienne s'appliquer contre la ·gorge du disque, les parois 4e l'en­
taille ayant pris successivement la forme exacte des surfaces 
gauches voulues. 

Quand le pignon est achevé, la vis tailleuse est remplacée par
la vis semblable destinée à conduire le pignon obtenu. 

Il est bon de remarquer que la première impression de la vis 
tailleuse sur le contour du pignon marque des divisions plus 
nombreuses que ne se1·ont les divisions définitives , lorsqu'elle .
travaillera sur une partie du pignon moins éloignée du centre , 
lorsqu'elle aura pénétré dans celui-ci. Il faudrait commencer le 
travail avec une vis semblable à celle qui doit le _terminer, sauf 
que le pas serait plus grand de la quantité dont nous venons de 
parler. • 

C'est surtout dans les machines à diviser qu'on emploie
les vis tangentes. Comme il i1nporte alors d'avoir beaucoup
de dents en prise avec la vis, à filet triangulaire ou filet carré 
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passage aux dents de la roue sous leurs diverses inclinaisons, en 
remarquant qu'il doit y avoir au moins deux dents en prise. En 
prenant cette précaution, Je mouven1ent peut conserver une régu-
lar-ité suffisante 1nais non absolue, car poor un inênie monve-
1nent angulait·e de la spiraleo, .le mouvement de la roue dentée 
varie suivant la partie de la spirale où la dent de la roue est 
engagée ; mais la vitesse moyenne peut être suffisamment régu­
lière pour la pratique. En un tour du plateau une dent aura 
avancé de l'intervalle qui sépare deux rainures ou d'une division 
de la roue. 

Les dents de la roue étant des fuseaux cylindriques, les côtés 
de la saillie sur lesquels agissent les dents doivent appartenir à 

une surface engendrée par une droite reposant sur un point de 
la spirale, et passant par le centre de la roue à fuseau quand ce 
point de la spit·ale passe dans le plan 1noyen de celle-ci .  Elles 
appartiendront donc à une surface réglée dont la spirale sera 
la directrreeo, et dont les génératrices seront inclinées en raison 
de la grandeur de la spirale et du diamètre de la roue à fuseanx. 
En const1·uisant ainsi, le contact des dents et des rainures 
pour1·a avoir lieu. suivant une ligne. 

Ce systèmeo, bien que d'une autre nature que la vis sans fin, 
en provient en ce que la spirale d'Archimède a quelque abalogie 
avec l'l;iélice ; elle est engendréedans un plan comme celle-ciore-
lative1nent aux génératrices d'un cylindre, car l'outil qui la 
trace doit progresser d'une quantité constante pour une même 
rotation. 

Le frottement sera considét'able dans un semblable système, 
. . 

parce que pour chaque tour de .la spiraleo, faisant tourner la 
roue dentée d'une division, le �hemin parcouru par le- frot­
tement sera égal au développement de toute fa spirale. Cet ap­
pareil ne saurait donc servir ·pour transmettre des efforts con­
sidérables. 

299. Emploi de la vis sans fin 'et de la spirale. - La vis sans 
fin et la spirale jouissent toutes deux de la propriété de faire 
avancer d�uue division se&lement les dents de la roue pour un 
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tour entier de la vis ou du plateau. Cette propriété les rend très­
propres à être utilisées sin1ultanément dans les compteurs dont 
l a  constructiôn repose sur l'emploi de systè1nes qui permettent 
d'obtenir un très-petit no1nbre de tours d'un axe pour un nom­
bre très-grand de tours d'un autre axe. 

M. Saladin de l\lulhouse a co1nbiné le double emploi de ces 
systèmes pour simplifier la construction cle ces compteurs. A 
cet effet , il e1nploie une roue servant à la fois comme roue 
dentée d'un systèn1e et comme vis sans fin, ou comme plateau 
portant une spirale d'un autre système.

En principe, une roue de 50 dents, par exemple, avançant
d'une division pour un tour d'un arbre portant une vis sans fin, 
ou faisant un tour pour so du premier, agira de 1nême si sa 
face est entaillée en spirale sur la roue dentée d'un troisièn1e 
axe. Si cette roue porte encore 50 dents, son. axe ne tournera 
que d'un tour pour 50 tours de la première roue dentée ou de 
50 X 50 = 2500 tours du premier axe dont il s'agit d'enre­
gistrer les révolutions. 

300. Autres compteurs. - La vis sans fin exige, .comme les 
engrenages, qu'on laisse un jeu variable à la roue qui engrène 
avec la vis, mais il est à rema1·quer qu'on a fait de ce jeu un 
moyen-curieux de construction de compteurs, au moyen de roues 
dentées et de vis sans fin, que nous devons signale1· ici. Cette 
const1·uction repose sur l'emploi de deux roues 

A
qui diffèrent non en diamètre , mais par leur 

1J C Anombre de dents. 
Dd est un axe fixe (fig. 261), B une roue tour- nc::=1 ' oÔ!'nant autour de cet axe, C une seconde roue de 

même diamèt1·e tournant librement sur l'axeDd. 
A est une vis sans fin qui engrène avec les deux V l 
roues. Fig. 261. 

- Si celles-ci ont le n1ême nombre de dents, el!es se meuvent 
com1ne une seule pièce ; mais si l'une a une ou deux dents de 
plus ou de moins que l'autre ( différence c1ui répa1·tie également
change seulement le jeu, et n'e1npêche pas l'action de la vis), les 

• 
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rotations des deux roues seront différentes, car, comme les ré­
volutions de la vis font traverser au plan des centres le même 

nombre de dents de chaque roue dans le même temps, il faut 
que, quand l'une d'elles a fait une révolution complète, l'autr.e 
ait fait plus ou n1oins d'une révolution, en raison du nombre 
des dents 1nanquantes ou excédantes. 

B a N dents, C en a N+m; pour un tour de )a pt·e1nière il 

passera N dents de chacnne ces roues à travers le plan des cen­
tres, et la différence des deux rotations, la rotation relative de 
la roue C sera N+ 1n - N  = m. 

Cette disposition est employée pou1· co1npter les révolutions 
d'un axe, en attachant une aiguille b à l'axe de B, et en traçant 
un cadran sur la face de C. Cette aiguille B 1narche très-lente� 
ment par rapport à C, et peut par suite enregistrer un grand
nombre de tours de A. Si, par exemple, B a  100 dents et C 1 0 1 ,  

l'aiguille fait le tout· du cadran pour le passage de 1 00 X 101 

dents des deux roues à travers Je plan des centres, ou pour 
1 o, 1 oo tours de la vis. 

·-, , ' 
ENGRENAGES TA.tLLES PAR UNE VIS ET SON ECROU. 

Nous ter1ninerons la théorie des engrenages pat· l'indication 
d'un curieux systèn1e auquel l'étude de leur théorie générale a 
conduit M .  Olivier, et qui est une généralisation du systè1ne de 
la vis tangente (art. 296). 

Nous allons d'abord résumer, d'après lui, à un point de vue 
très-général, la théorie des eng1·enages. 

301.  Concevons deux axes A et A., placés arbit1·ah·e1nent dans 
l'espace l'un par rapport à l'autre (fig. 262) (1). Ayant const1·uit 
les cercles prhnitifs C et C ,  , imaginons un plan Q de position
arbitrai1·e dans l'espace, 1nais passant pa1· le point x commun 
aux deux cercles, et traçons dans ce plan Q un cercle D, passant
par ce n1ême point x, mais ayant pour centre un point quel-

( t)  Cette théorie est extraite de l'ouvrage de �f. Olivier, Tltéorie géo1né­
trique des engrenages. 

20 
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conque b du plan Q;  imaginons enfin un axe B passant par le 
centre b du cercle D, et perpendiculaire au plan Q de ce cercle. 

Fig. 262. 

Cela fait , enroulons un fil sur le cercle du point/ jusqu'au
point x, puis sur le cercle D du point x au point K. 

Enroulons un second fil sut· le cercle C, du point/, jusqu'au 
point x, puis sur le cercle D du point x au point K. 

Il est évident que si je fais tourner le cercle D autour de son 
axe B dans le sens indiqué par la flèche a2, les axes A et A,
tourneront sur eux-mêmes avec les vitesses convenables v et :V, ; 
rouleront l'un sur l'autre en tournant, le premier dans le sens 
indiqué par la flèche a, et le second dans le sens indiqué par la 
flèche a,. Et ces cercles rouleront directement l'un sur l'autre , 
s'ils ont même tangente au point x , et rouleront angulaireme·nt 
l'un sur l'autre, s'ils ont en ce point x des tangentes différentes: 

Cela posé, concevons une surface l: flxée d'une manière inva­
riable ·au cercle D, et concevons qu'à l'axe A soit fixée une 
masse de matière M ,  et qu'aussi se trouve tlxée à l'axe A, une 
matière M,. Pendant que le cercle D toumet·a autour de son 
axe B, les masses M et M, tourneront autour t'les axes A et A . ,
le rapport de leurs vitesses angulaires étant constant et égal

"à - ;  en même temps que la surface � se mouvra dans l'espace ,  
t, 1 

entraînée qu'elle est par Je cercle D. 
Et si ron considère la surface I comme outil, cet outil I fera 
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successivement son logement, soit dans la 1nasse �f, soit dans 
la 1nasse M.e; ces logements successifs qoe l'on obtiendra en fai­
sant mouvoh· le cercle D formeront une surface (}) fixée à l'axe A, 
et une surface 4>. tixée à l'axe A , ,  et ces deux surfaces enve­

loppes, qui évide1nment auront l'une et l'autre la surface l: pour 
enveloppée cotnmune, seront telles , que suppl'imant le cercle D 
et Ja surface l: ,  elles se conduiront uniforn1ément. 

La surface l: se met à chaque instant du 1nouvement en con­
tact avec la surface <I>, par une caractéristique ç ,  et cette sur­
face l: se 1net aussi à chaque instant du mouvement en contact 
avec Ja surface <I>, par une cat·actéristique ;, ; en général les 
courbes ç et ç, seront des lignes différentes et distinctes, et 
comme elles sont toutes deux tracées sur la surface � ,  en géné­
ral, elles se couperont en un point; par conséquent, d'après ce 
mode de construction, on peut dire que les dents de l'engrenage 
ne se toucheront que par un point. 

Ces engrenages sont dits de précision, et l'on voit qu'ils de­
viennent de force ,  dans le cas particulier qui n'est autre que le 
mode de solution employé jusqu'ici, lorsque l'on suppose que le 
cercle D se confond avec l'un des cercles C ou C , . :. 

De cette théorie tout à fait générale, nous pouvons descendre 
aux cas particuliers , car la surface :I pouvant être une surface 
quelconque, on peut prendre pour surface l: un plan x., et dès 
lors comme l'enveloppe de l'espace parcouru par un plan est 
toujours une surface développable, les deux surfaces et> et cf>. 
seront développables, et dès lors d'une constt·uction plus facile 
dans la pratique. 

Le plan Q ,  sur lequel est trucé le cercle D, peut faire avec le 
plan du cercle· C ,  un angle arbitraire ri, et en mên1e temps la 
trace de ce plan Q sut· le plan du cercle C peut fait·e avec le 
rayon o x de ce cercle C un nngle arbitraire 6 ;  on peut donner 
à chacun des angles a et � ,  suivant que l'on considère l'un des 
trois cas axes parallèles, axes qui se cottpent, axes non situés dans 
un même plan, une valeur particulière et telle qu'elle amène des 
simplifications dans Ja construction pratique de l'engrenage. 

20. 
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On peut en dire autant du cercle D, ca1· on peut prendt·e son 

centre b partout où l'on veut sui· le plan Q, on pourra donc lui 
donner une position particulière et telle qu'elle permette avec 
plus de silnplicité l'épure qui doit servit· à construire le 1·el-ief. 
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Fig. 263. 

On peut aussi tt·acer le cercle D avec un rayon plus ou moins 
grand, le rayon du cercle D peut même être infini, et dès lors 
ce cercle devient une ligne droite L ( fig. 263) passant par le 
point x, et pouvant avoir dans l'espace une position arbitraire 
par rapport aux axes A et A 1 . C'est ce que nous snpposerons 
dans ce qui va suivre. 

302. De l'exécution mécanique d'un nouveau genre d'engre­

nage. - Nous allons voir com1nent la considération d'une sur­
face, qui par ses deux enveloppées détermine les formes des 
dents, va nous permettre de construire un genre tout nouveau 
d'eng1·enage auquel il eût été bien difficile d'arriver par toute 
autt·e considération. Etant donnés l'axe A et l'axe A. leur plus 
cou1·te distance l,  et la droite L faisant un angle � avec l'axe A, 
concevons qu'une surface l:, s'étant 1nue parallèlen1ent à elle­
même le long de la droite L, ait pris les positions � �' �" �"' 
équidistantes entre elles ; la distance entre deux positions étant 
1nesurée parallèlement à la droite et égale à une quantité h. 

Le cercle C de rayon p aura sa circonférence 2 1t p égale à m k, 

et nous supposerons que h soit tel que ni se trouve un non1bre 
entier. 

Cela posé, chaque s1!rfnee :! �'"Y..""!"' cnQ:�l;.è!·c-:a une sul'facc 
V 

,,. 
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enveloppe «I> <I>' <I�" 4>'" dans le mouvement déjà décrit, et l'on 
aura ainsi 111, surfaces enveloppes placées sui· le contout· du cer­
cle C et angulairement équidistantes. 

Le cercle C, ,  du rayon p , ,  aura sa circonférence 2 1t p ,  égale 
p V,a, nh , et ,n sera un non1bre entier, en adtnettant que - - -
p, - v  

soit un nombre com1nensurable. 
Cela posé , chaque surface l: !! !." !.'", engend1·era de même 

une surface enveloppe <l>,  (J>,' <l> , ", et l'on aura ainsi n surfaces 
enveloppes placées sur le pourtou1· du cercle C , ,  et angulaire­
ment équidistantes. 

Et si nous admettons que le s,ystème étant en repos, les cou• 
pies de surfaces cJ.> et cf>, , et>' et <I> , ' ,  <I> et <1•", se trouvent en con­
tact, il s'ensuivra qu'en faisant n1ouvoir les axes A et A ,  avec 
les vitesses respectives V et V, les surfaces <I> et ()) , , 4> et <l> / ,  
<1>" et tl>, 11, se conduiront uniformé1nent en restant en contact 
pendant un trajet plus ou moins long , et que lorsque et> et (J>, . 
se quitteront (immédiatement ap1·ès, ou un peu après, ou un ueu 
avant, suivant la longueur du trajet pendant lequel cf> et cf) ,
peuvent être en contact), les surfaces cf>7 et (J> .' se met?"ont en 
contact et ainsi de suite. 

On voit évidemment que nous obtenons ainsi un véritable en­
g,·enage composé de deux roues dentées et dans lequel les deux 
axes ne sont pas situés dans le même plan. 

Il s'agit de réaliser ces conceptions théo1·iques. 
Pour cela il faut ren1arquer que si nous engendrons la surface 

<I> au n1oyen d'un outil V terminé par la face convexe de la sur­
face .I (supposée jusqu'ici sans épaisseur) ,  nous devrons engen­.
drer la surface <1> , au moyen d'un outil V 1 ,  ter1niné par la face 
concave .de l: ;  en d'autres termes , l'outil V sera l'épreuve dont 
l'outil V I sera la contre-épreuve , ou l'outil V sera le relief dont 
l'outil V I sera le creux . 
. La vis et l'écrou de cette vis nous offrent dans les arts les seuls 

outils dans lesquels ces deux surfaces se rencontrent ;  la vis 
triangulaire notamment va nous foutnir une solution facile. 

http:concave.de
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Nous placerons l'axe de la vis V dans la dh·ection d.e la droite 

L ,  et cette vis V taillera sur le pourtour de la rondelle les di­
verses surfaces {,() •I>' <I>" <I>'". Ensuite nous placerons l'axe de 
l'écrou dans la direction de la droite I.. , et cet écrou V, taillera 
sur le pourtour de Ja rondelle cylindrique C 1 les diverses sur­
faces <I>, <I>,' , <I>, ", <I>, '". 

303. En eft'et une vis se trouve composée d'un certain nombre 
de spires équidistantes entre elles; de plus, nous savons par Ja  
pratique des arts, qu'une vis triangulaire, transformée en un 
outil propre à tailler, dit taraud, au moyen d' entailles faites sur 
les surfaces supérieures et inférieures de chaque filet , taille par­
faitement une rondelle métallique : c'est par ce moyen que l'on 
construit l'engrenage à vis sans fin. 

De plus, on sait que pour que la vis puisse tailler Ja rondelle, 
i l  n'est pas nécessaire que l'axe A de la rondelle et l'axe de la vis 
soient à angle droit; ·ces deux axes peuvent faire entre eux un 
angle aigu. Seulement il faudrait, par l'expérience, déterminer 
la �imite de l'angle aigu sous lequel la vis peut encore tailler 
avec facilité, car il est clair que lorsque l'axe de la vis est pa­
rallèle à l'axe A de la rondelle , celle-ci ne peut plus être taillée 
par la vis. • 

Voyons n1aintenant à nous servir de l'écrou de la vis pour
denter l a  rondelle. 

Si le diamètre de C1 est plus grand que le diamètre de l'écrou, 
il  faudra évider la rondelle C ,  et lui donner la forme d'un an­
neau; ensuite envelopper cet anneau par J' écrou , et en pressant 
l'écrou contre la surface extérieure de cet anneau, on parviendra 
à tailler et den ter cette surface extérieure. 

Il faudra ensuite monter l'anneau sur l'axe A pour former la 
roue C,. Ct>tte opération auxiliaire est évidem1nent inutile si le 
diamètre de la rondelle est plus petit que le diamètre intérieur de 
l'écrou. Le rayon de la rondelle C ,  devra être égal à p ,  + i, .2 1t  p 1 

étant égal à nh, n étant le nombre de dents que la roue C, doit 
porter, k le pas du filet de récrou, et 2 i la profondeur de ce 
filet. 
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304. L'exécution mécanique de cette idée constituera une ma­

chine nouvelle et destinée à tailler un engrenage; l'une des roues 
étant dentée au moyen d'un vis triangulaire, l'autre roue étant 
dentée au n1oyen de l'écrou de cette vis. 

Evidemment l'exécution d'une telle machine est possible ( 1 ). 
Examinons maintenant comment on devra mettre en présence 

les roues C et C . ,  taillées et dentoos au moyen de cette machine, 
pour former un engrenage. 

L'axe de la vis pourra faire avec A de la rondelle à tailler C 
. . 

un angle arbitraire ex. Cet ang1e une fois choisi , l'axe de l'écrou 
devra faire avec l'axe A .  de la rondelle à dent c. un angle égal 
à ( « - 6) , S étant l'angle que les deux axes A et A, doivent faire 
entre eux. 

Ainsi les deux axes devant être parallèles, l'angle 6 sera nul, 
et l'axe de l'écrou devra faire avec l'axe A,  le même anglea« que 
l'axe de la vis fait avoo l'axe A.  

On pourra donc construire un engrenage extérieur composé 
de deux roues dentées et aptes à transmettt·e le mouvement de 
rotation entre deux axes parallèles , ou entre deux axes faisant 
entre eux un angle 6 ,  lequel pourra varier de o à 90° . •. 

On voit aussi qu'ayant construit une roue dentée C ,  on pourra 
disposer autour de cette roue une suite de pignons C, C:a C3 , de 
rayons différents, ou , en d'autres termes, portant un nombre 
différent de dents ; ainsi C, un nombre m, , Cs un nombre m2 , 

Ca un nombre m3 , tels que leurs axes A , , As A} ne soient pas
situés dans un même plan avec l'axe A de la 1·oue centrale C, et 
telles encore_.que les axes � et A ,  faisant un angle 6, ;  A et A2 

. . 
un angle 6:a ; A et Ai,  un angle 63, les angles g ,  6, �3 étant égaux 
ou inégaux. 
· 305. Nous obtenons donc ainsi un engrenage dans lequel une 
roue dentée C pourra conduire en même temps une roue dentée 
conique C, , une roue dentée cylindrique .C, , et une roùe dentée 

{f) On peut voir cette machine au Conservatoire des Arts et Métiers , 
pour lequel M. Oli,-ier.ra fait exécuter d'après ces principes. 

http:Oli,-ier.ra
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hyperboloïdique C3, car tout ce que nous avons dit est indépen­
dant des positions particulières des axes et tout à fait général.
Dans ce système : 1 ° l'axe A, de la roue conique C, pourra couper 
l'axe .A. de la roue C, sous un angle variable et en un point va­
riable; 2° l'axe A, de la roue cylind1'ique C2 ne pourra pas être 
plus ou moins éloigné ou rapproché de l'axe A de la roue C ;
1nais , 3° l'axe A3 de la roue hyperboloïdique C3 pourra être plus
ou in.oins rapproché ou éloigné de l'axe A et de la roue C , et 
poul'ra faire avec cet a�e un angle variable; cela a lieu parce
que dans le premier et le troisième cas on peut fah·e tourner la 
roue C, ou la roue Cl autour de l'axe de l'écrou ou de l'axe de 
la vis dont on s'est servi pour tailler cette roue C, , puisque la 
fol'me des dents, qui ne dépend que du rayon clu cercle prhnitif 
et de la forme de la Yis, ne sera en rien changée par cette 1·0-
tation. 

On doit ajouter que . les variations qui peuvent avoir lieu 
1° quant à l'amplitude des angles que ces actes peuvent faire 
entre eux , et 2° qnant à la grandeur de la plus courte distance 
qui peut existel' entre ces mèines axes, ne peuvent avoir lieu 
qu'entre certaines lhnites; n1ais quelque restreintes que ces 
limites puissent êtt·e ,  suivant les cas particuliers, les variations 

per1nises otrriront toujours , dans la pratique, une g1·ande facilité 
pour la pose des axes et la disposit-ion des mécanisn1es. 

Rema1·quons enco.-e que ces engrenages sont à l'etour. En effet, 
le filet de vis étant terminé par deux surfaces, si nous désignons
la nappe supérieure par I et la nappe inférieure par � ,  les di­
verses spires I �' I" donne1·ont naissance , sur la rondelle; aux 
surfaces envelop1Jes '1> ,  <1>' (}>", et les spires I. I.' !.11 aux surfaces 
enveloppes Il, Il', Il". Co1n1ne il en sera de même de la roue dentée 
au 1noyen de l'écrou , suivant le sens du mouvement , ce se1·ont 
les surfaces cl> , <l>' , <I>" ou Jes surfaces Il ,  Il', U" qui agiront,
mais toujours dans les conditions voulues •• 

306. Engrenage intérieur. - A première vue, il semblerait 
que l'engrenage intérieur doit être constl'uit par les mêpies p1·0-
cédés mécaniques que ceux au 1noyen desquels .rengrenage exté-
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rieur a été obtenu, et qu'ainsi il  suffîra de den ter la surface 
intérieure de l'anneau au n10,ren de l'écrou, ainsi qu'on avait 
denté sa surface extérieu1·e lorsqu'on voulait obtenir l'engrenage • 
extérieur. 

Mais avec un  peu de réflexion, on voit que dans ce cas, l'é­ / 

crou ne pourrait taille•: des dents ; car à inesure qu'il travaille­
rait et qu'on l'enfoncerait dans l'anneau, il détruirait le travail 
précédent, et , en définitive , on n'obtiendrait qu'une surface cy­
lindrique concave et non pas une suite de dents. Un exemple 
très-simple peut faire concevoir qu'il doit en effet en être ainsi. 
. Supposons que l'on veuille construire en relief deux surfaces 
cylindriques, l'une convexe et l'autre concave. On pourra tou­
jours considérer la su1·face convexe con1me l'enveloppe d'un outil 
plan d'une largeur arbitraire ; mais la surface concave ne pourra 
être considérée que comme l'enveloppe d'un outil plan d'une 
largeur infiniment petite, en d'autres termes, que comn1e en­
gendrée par une ligne droite. De sorte que si la surface con­
cave ne peut pas êtt·e engendrée mécaniquement par une ligne 
droite, et que l'on ne puisse en1pJoyer eomme outil qu'un plan
d'une largeur donnée, i l  faudra , pour obtenir eette surfa�e con­
cave, constrnil·e la surface convexe et prend.re la contre-ép1·euve 

de cette surface pour obtenit· la surface concaye demandée. 
Tel est, en effet , le moyen qu'il faudra employer pour obtenir 

l'engrenage intérieur destiné à transmettre le mouvement de ro­
tation entre deux axes non situés dans le même plan , du mo­
ment qn' on veut employer comme outils une vis triangulaire et 

' son ecrou. 
Il est •évident que si l'écrou ou la vis, en travaillant la sùrface 

intéa·ieore d'un anneau , pouvaient denter cette surface, la forme 
de la surface de la dent obtenue serait la face concave de la sur­
face cf>, ou 4> ,  dont on obtient la surface convexe enedentant la 
surface extérieure du même anneau au moyen de l'écrou ou de 
la vis. 

On devra donc, pour construire l'engrenage intérieur, em- · 

ployer l'un des procédés suivants : 

http:prend.re
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1 ° Den ter la surface extérieure de la petite roue intérieure C 

au moyen de la vis ; puis denter la surface extérieure de la roue 
C 1 au moyen de l'écrou, tout comme si l'on voulait exécuter 
un engrenage extérieur; et enfin prendre la contre-épreuve C,
de la roue C, ; retourner sens dessus dessous la roue C:i et la 
présenter à la roue C ; 

. 2° Ou denter la surface extérieure de la petite roue intérieure 
C au moyen de l'écrou; puis denter la surface extérieure de la 
roue C. au moyen de la vis; prendre la contre-épreuve C2 de la 
roue C. ; retourner sens dessus dessous la roue C2 et la présenter 
à la roue C. 

Ce retournement est évidemment nécessaire, puisque la sur­
face des dents prend naissance autour d'une roue dentée, obte­
nue en faisant tournet· de 180° la roue intérieure autour de l'axe 
de la vis (c'est à cela que revient la construction indiquée). Il 
faudra donc 1·épéter en sens inverse cette opération en retour­
nant la roue. 

307. Si apl'ès avoir denté une roue C au moyen d'une vis V, 
on suppose que la vis V tourne sur son axe B,  elle entraînera 
la roue dentée C et la forcera à tourner autour de son axe A;  on 
aura alors l'engrenage à vis sans fin, la lis tangente ·donnée plus 
haut; les angles des deux axes pourront différer d'un angle droit. 

308. Du frottement dans cet engrenage. - Les dents sont ,
comme nous l'avons dit, toujours en contact pal' un point dans 
le système d'engrenage qui vient d'être décrit. Ce sont donc des 
engrenages de précision et non de force, se touchant par une 
ligne.

Le frottement développé par le travail de l'engrenage sera un 
frottement de glissement an9ulaire, lorsque les axes A et A. ne 
seront pas situés dans un même plan , et feront entre eux un. 
angle b plus ou 1noins aigu, et un frottenient de glissement di._ 
rect, lorsque les axes A et A, seront parallèles .ou se couperont
sous un angle e aigu ou droit;  en d'autres termes ,  lorsque ces 
deux axes seront situés dans le même plan.

Le frottement ne sera pas de 1·oulement , car les conditions 
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Fig. 264. 
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pour que le frott�1nent soit de cette nature ne sont pas satis­
faites. 

ORGANES AGISSANT A L'AIDE D'INTERMÉDIAIRES FLEXIBLES. 

309. Les courroies servent à transmettre le mouvement dans 
un rapport de vitesse constant entre deux axes disposés d'une 
manière quelconque dans l'espace. Nous avons vu  la disposition 
qui convenait dans le cas de deux axes parallèles; elle convien­
drait évidemment encore dans le cas d'une disposition quel­
conque des axes, si les courroies pouvaient passer du plan d'une 
poulie perpendiculaire à l'un des axes à celui d'une deuxième 
poulie · disposée sen1blablement pour l'autre axe, sans échapper, 
quand l'obliquité de la traction devient sensible, de la gorge 
des poulies. C'est ce qu'on empêche, grâce à la flexibilité des 
courroies, à l'aide de poulies-guides, employées accessoirement 
à celles montées sur les axes de rotation, et qui permettent à la 
courroie d'exercer son action sur les poulies dans le plan de celles .. 
ci, et, pal' suite, sans tendre à l'abandonner. 

3 1 0. Ainsi une courroie exerçant son action suivant la ligne
A/ (fig . .264) , si l'on veut que cette action se continue s�ivant 
une ligne B q ,  disposée d'une n1anière quelconque dans l'espace,

pa1· rapport à .A./; il suffira de joindre 
./ deux points / et g ,  et dans les deux 

plans A/ g, B gf de placer aux points 
/ et g deux poulies-guides. Il est clair 
que la courroie, suivant Ja direction 
_A./ g B transmettra son action de A/ 
en B y; les deux brins sortant de cha­
que poulie seront toujours dans le plan 

\ de celle-ci, et, par suite, ne tendront 
nullement à l'abandonner .e.

' 
Il est, d'après cela, toujours facile de transmettre , à l'aide 

d'une courroie sans fin, le mouveinent entre deux axes disposés
d'unr. manière quelconque dans l'espace.

Adoptons perpendiculairement à chacun des deux axes deux 
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la plus convenable des points de rencontre de cette ligne avec 
les deux axes , il suffira , pour que le systè1ne soit complet, de 
placer deux poulies-guides en deux points E et F de la ligne 
OZ, dont les plateaux seront dans les plans déte1·mints par 
les tangentes EA, EB et FD, FC. 

Si les plans des couronnes sont réciproquement tangents aux 
contours de celles-ci , et l'on peut toujours obtenir cette position
pou1· des axes qui ne se rencontrent pas en faisant glisser une 
des poulies sur son axe, i l  n'est pins nécessait·e, en général, d'em­
ployer des poulies-guides, la courroie ne tendant à abandonner 
la poulie que par une action oblique à l'arrivée sur la poulie, y 
étant maintenue par le frottement, 1uais non par une semblable 
action à la séparation; il se produit une torsion à laquelle se 
prête sa flexibilité. 

3 1 2. Organes agissant à l'aide d'intermédiaires rigides. -
Nous avons dit que la bielle ne pouvait servir. à transn1ettre des 
rotations dans un rapport de vitesse constant , qu' autant qu · elle 

reste toujours pa1·allèle à la ligne des cent1·es, c'est-à-dire que les 
bras des manivelles soient égaux et les axes parallèles. Nous 
allons bientôt rencontrer la bielle appliquée à trans(l\ettre le 
mouveinent circulaire continu entre des axes non parallèles , et 
nous vérifierons que la condition de parallélisn1e n'étant pas 
satisfaite, le rapport des vitesses est alors variable. 

II. Axes non parallèles. 

RAPPORT DE VITESSE VA RI  ABLE. 

313.  La t1·ansmission du mouvement entre deux axes non 

parallèles offre des difficultés plus g1·andes dans la pratique, 
lorsque le rapport des vitesses est variable suivant une loi don­
née, que lorsqu'il est constant. Déjà, dans ce cas, nous avons vu 
qu'on était obligé d'abandonner la solution théorique , à cause 
de la difficulté de son application. A plus forte raison dans le 
cas qui nous occupe en sera-t-il ainsi, et trouvera-t-on avantage
à substituer à la solution directe, prenant son point de départ 
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circonférence. Un long pignon LK e�t adapté à l'axe C qui fait 
un angle droit avec l'axe B. On voit que le rayon p du pignon 
est constant et que celui de la roue, n'étant pas au centre de 
la figure, varie pour les divers points de la circonférence, depuis 
sa moindre longueur r - e jusqu'à une longueur maximum 
r+ e r étant le rayon de la ch·conférence, e la valeur de l'ex­,
centricité ; il en résulte que le rapport des vitesses varie de 

ep�- à +p , et le rapport du n1aximum au minimum est r+ . 
r-e r e r - e  
On peut, par un calcul analogue à celui de l'art. 269, établir 
les rapports des vitesses pour un angle déterminé de l'axe du 
pignon et du rayon du cercle. 

Dans la machine de Huyghens, c'est le pignon qui conduit 
et se meut uniformément. On pourrait de même faire partir le 
mouvement de la roue et aussi varier encore les rapports de 
vitesse en lui donnant une autre forme qu'une circonférence de 
cercle. 

316. �0 Axes qui ne se rencontrent pas. - On peut résoudre le 
problème dans toute sa généralité en raisonnant comme précé­
demment. En effet, divisons la ·plus courte distance des deux 
axes en deux parties qui soient deux rayons vecteurs de deux 
courbes elliptiques tracées chacune dans un plan perpendicu­
laire à chacun des axes, et telles que si elles roulaient angulai­
rement, les deux axes tourneraient_ dans les rapports des vitesses 
angulaires voulus. l\fenons, pour chaque angle de rotation, 
ainsi que nous l'avons fait, la droite, qui est le lieu des points 
dont les distances aux deux axes sont dans le même rapport
que celui des deux parties en lesquelles la plus courte distance 
a été divisée; ces droites faisant toujours le même angle avec 
le plan perpendicula�re sur chaque axe et avec cet axe, en 

suivant chaque contour elliptique, engendreront deux hyperbo­
loides ou deux surfaces réglées analogues qui pourront se 
mener par contact , et qui auront toujours une génératrice 
con1mune, passant par le lloint de contact situé sur la plus 
courte distance. 
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En raisonnant de même, on verrait ([Ue la fo1·me des dents 
peut se déduire des principes posés , 1nais avec une trop grande 
difficulté pour la pratique ; aussi pré­
fère-t-on toujou1·s les solutions indi­
rectes. 

3 1 7. La vis sans fin , dans le cas où 
les angles sont à angle droit , fournit 
un moyen de varier le rappo1·t des 
vitesses angulaires de la vis et de la 
roue ; il suffit pour cela de faire variet· 
l'inclinaison des filets de la vis. Le rap- Fig. 269. 

port des vitesses angulaires de la roue de rayon R et de la vis 
(fig. 269), sera : 

A h 1· 
-

R = R  tang. 6 
A, 

(& étant l'angle de l'inclinaison de l'hélice sur les génératrices 
du cylindre , dont le rayon est r et h le pas variable, toujours 

h =tang. O); si donc on donne à la vis deux inclinaisons, 
2 1r r  
comme sur la figure , on obtiendra deux vitesses. 

Il est clair que le contact ne peut avoir lieu dans ce cas, pour 
deux inclinaisons successivement différentes, suivant des élé­
ments plans. 

' 
O R G A N  ES AGISSANT -PAR I N  TER)[ EDI.A J RES. 

318.  FLEXIBLES. 1° Courroies. - Les courroies pouvant servi1· 

à transmettre le mouvement dans toutes les directions, pourvu 
qu'on les maintienne pat· des poulies-guides, co1nme nous 
l'avons dit, toute la question se réduit à munir les axes de 
poulies de formes convenables pour que les axes soient dans 
le rapport de vitesse voulue,  ce qui ramène la question à celle 
que nous avons examinée art. 249, car la fusée peut avoir ses 
spires dans un plan qûelconque. 

319. RIGIDES. 2° Articulations. - Nous traiterons en détail de 
la bielle dans le chapit1·e suivant, et nous nous borne1·ons ici à 



CIRCULAIRE CONTINU EN CffiClJLAIRE CONTINU. 3.!t 

la selation la pluse, remarquable du problème qui nous occupe,
obtenue par une modification de la forme de la bielle, pour la 
rendre propre à la transmission du mouvement circulaire entre 
des axes non parallèles. Nous voulons parler tlu système appelé
joint de Cardan 011 de Hooke, ou encore joint universel. 

Le joint universel est nn mode d'assemblage de deux axes . 
qni se rencontrent, qui permet la transmission du mouvement 
dé rotation de l'un à l'autre; il jonit de cette importante pro­
priété de transmettre ce mouvement quand l'angle des deux axes 
, 

1 ient à changer, même pendant la durée du mouven1ent. 
La fig. 270 représente le joint universel. Pour en concevoir le 

jeu, il faut remarquer que quand le mouvement de rotation est 
imprimé à l'arbre A a, cet arbre entraine avec lui la fourche ACc 
qui le termine, ainsi que le croilillon Cc, dont les branches ont 
la faculté •e tourner sur leurs tourillons respectifs placés aux 
extrémités de la fourche A Cc;  le sy�tème qui réunit raxe Bb au 
croisillon Dd est semblable. Mais, comme les quatre branches du 
croisillon sont solidaires, ne forment qu'une seule pièce, il est 
évident que celles qui servent de support aux branches_ de la 
fourche fixée à raxe Bb. tournent et imprhnent à cet a'xe un 
mouvement de rotation pout· tout mouvement de l'axee},. a. 

C 
Fig. 270. 

La propriété que nous avons indiqué appartenir à ce systè1ne 

de transnlettre wt mouvement de rotatio�, quand même l'angle 
des axes vient à varier, résulte bien clail·ement de la disposition
que nous venons de décrire. En effet, un des axes peut s'ineli­
ner suiyant une direction quelconquee, autour de l'autre axe 

2-1 

• 
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Soit l'arbre A conducteur,  l'axe cc' décrit un plan perpendi­
culaire à A ,  au tout· du ccnt1·e de M. Pendant le 1nê1nc temps , 
tout point de l'axe dd' solidaire avec cc' décrit un cercle autour 
dn même c�ntre dans un plan perpendiculah·e à l'élrb1·e B. 

Ainsi les droites solidaires cc', dd' se meuvent nutour <lu 
centre co1n1nun, 1nais par l'effet des arbres A et B ,  en déc1·i­
Yant deux plans différents autour de ce ccnt1·e, l'un perpendicu­
laire à l'arbre A, l'autre perpendiculaire à l'arbre B ;  !Ei l'on pro­
jette le second ce1·cle sur le plan du pre1nier, il s'y projettera 
suivant une ellipse. 

Soient aM, bM les moitiés des deux axes pe1·pendeicnlaircs l'un 
à l'autre et solidaires, l'ellipse a Ba' représentera la p1·ojection sur 
le plan décrit par la droite aM du chemin déc1·it pat· l'extré1nité 
de la droite b M  égale et perpendiculaire à aM. Lorsque la prc-
1nière a décrit un angleeaMtt"e= 0t, la seconde a drr.l'it dans le 

o' 

-' 

Fi�. 273. 

plan qu'elle parcou1·t un angle � qui se projette eu b �1ll'e. Pou1· 
t1·ouve1· la grandeur réelle de cet angle , il faut pa1· B' élever la 
droite F B' D, �lie donnera en.. F le 1·abattement du point p1·ojeté 
en B', en supposant que l'on ait rabattu sui· cc plan de projec­
tion le cercle décrit par le point dont B' est la p1·ojectione. et 
bMF Teprésentera en vraie grandeur rangle � <1uc nous cher­
chons. Les deux angles simultané1uent décrits sont donc repré­
sentés en vraie grandeur (fig. 2i3). 

L'un suivant aMa" = bMb"= a, les axes all, b �f éta1lt tou­
jours à angle droit. 

2 1 .  
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L'autre suivant bMF= �-
Abaissant des points B' et F des perpendiculaires sur b �f , 

on a :  
B' G sin. ix F H sin. � - = - - = tang. IX et 1'IH. = -- = tang. � ;M G cos. o: 11 cos. � 

tan�. tx B' G MH --- - -- X -d'où 
.,tang: � .- M G  1' H' 

mais FH==B' G  et con11ne HM==FD et MG=B' D ,  on peut 
, . tang. a F D
ecr1re · · • -- - = ---.

tang. � Il' D 
l\-lais entre les ordonnés d'un cercle et d'une ellipse ayant son 

dia1nètre pour grand axe, on a (,·oh· Traités de géooiit. analyt.) : 
F D b ;\f '· ' 

ecr1t sui· 1M etant 1c rayon du cerc Ic d '  . le grancB' D == B �I , u 

axe, et B 1\1 le petit axe de l'eliipse. 
Appelant o l'angle des 'êlenx plans, le nième qne celui des deux 

, b i\1 1 
axes prolonges, on a b l\I cos. 8=Bl\:I ou con-= =Bl\lr· cos. 0 
stantc, donc enfin tang. � = tang. � cos. O. 

La figure 1nontre que la position réell� de la d1·oite conduite 
b�lb' se confond avec sa projection en M B,M tt',  l\f b et lia. Entre 
les deux positions �lb,  Ma', la droite Mb a d'abord une vitesse 
moindre que celle de la.edroite conduct1·icc, puis elle a une vitcssC' 
supérieu1·e , et les vitesses angulail'es redeYienncnt égales en a'. 
Dans les trois autres qnarts de réYnlutione, les 1nê1ncs circon­
stances se reproduisent : en ordre invc1·se ( co1n1ne l'indique le 
signe de la tangente) pour le parcours du quart a'àfb'; en même 
ordre pour Je parcours du (!Uart b' �fa, en ordre inverse pou1· 

celui du quat·t aMb. A.insi les deux arbre5 dépendants font une 
révolution dans le mê1ne ten1ps , 1nais avec des vitesses angu­
laires diffé1·cntes, sauf quatre p()sitions pour les:iuelles ces vi­
tesses sont égales ; la vnriation des vitesses dépendant de la va­
leur de l'angle O des deux arbres. 

°321. Si l'angle des deux axes approche de 90 , la rotation d'un 
axe tend à tordre les tourillons et nullc1n�nt à faire tourner la 
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croix, l'appa1·cil ne peut plus servir. Bien avant cette limite, 
quand l'angle n'est pas bien supérieur à 90°, les frotte1nents et 
les torsions qui se produisent dans cet appareil Je rendent défec­
tueux pou1· transn1ett1·c de grands efforts. On ne doit pas l'ad­

°n1ettre quand l'angle d'un axe et de l'autre prolongé dépasse 45

°ou que l'angle mesuré entre les deux axes est inférieur à 1 35  . 
322. Au 1noyen de deux joints (fig. A. B ,nu.................····. ···-

274), _on peut communique1· le mou-
veinent entre deux axes disposés l'un 
par rappol't à l'aut1·e de manière à faire 
un angle infé1·ieur à 135°, et avec une 
grande variété de ,1itesses du mouve-
1nent, à l'aide d'un axe intermédiaire 

Fig. 27!. réunissant les deux pre111icrs. 
Soit A B  l'axe conduisant, asse.1nblé avec un scconù axe C B 

par un joint uniYers�l en B, lequel est réuni sen1blablen1ent avec 
un autre axe CD; le plan ABC étant différent du plan BCD. 
Soient 01, �' ,,tles rotations des trois axes AB, BC, CD, les angles 
successifs étnnt de grandeur convenable. Le n1ouve1nent du se­
cond joint C résultera du ·n1ouve1nent du premier B, pour lequel 
on a (0 étant l'angle des deux axes AB, CB) : 

, 

tang. ex 
Tang. l"A =• - --.cos. 0 

L'angle de rotation correspondant de CD étant I et e . son 
inclinaison sur B C ,  on a de même : 

tang. � tang.ta Tang. r = --- = ;cos. 8 l COS. 8 COS. 6 l 

et enfin pou1· · des séries de joints réul)issant des axes dont les 
inclinaisons mutuelles seraient O 6, • • •  {Jn, ô étant le chemin a:ngu­

lairen1ent parcouru par Je dernier, pour rangle œ parcouru par 
le p1·emier, on aurait : 

tang. Cl 
rang.ta == ----�--. 

cos. e cos. 6, . . .  On 

Dans un système de ce genre, toute variation de vitesse peut 
ètre obtenue, quels que soient l'angle et la variation de direction 



326 

• 

LIVRE DEUXJ Èl\fE. 

du dernie1-, en employant des axes intermédiaires convenable­
nient disposés. 

Si le dernier axe était parallèle au premier, si par suite on a 
6,  = 6 dans un systènle de trois axes semblable à celui qui est 
indiqué sur la figure 274e, on a d'abord : 

tang. a 
Tang. � = 

cos.-6 · 
Pour la seconde relatione, il faut remarquer que l'angle � est 

mesu1·é à partir d'un rayon de l'axe conduisant qui sert de point 
de départ, <fui est écnrté de 90° du premier, la seconde relation 
devient donc, en partant du même point initial : 

tange 1
Tang. y =  . (;+ �) or tang. (�+�) = f:'------, 2 tang. :s 

cos.eO 
cos. O 1donc enfin tang. y = -----tang. « cos. O tang. «· 

C'est-à-dire que, dans ces conditions , les va1iations de mouve-
1nent se balancent de telle s01·te que le •·apport des vitesses an­
gnlaircs des axes A B, CD' demeure constant. 

323. Quand on ne peut disposer d'un axe intermédiaire , et 
que l'angle des deux axes est inférieur à 1 30 ° , on emploie la 
disposition dite double joint de Hooke. 
JI se co1npose de deux joints dont la 
réunion pcr1net la transmission du 
n1ouYcmcnt ,  quel que soit l'angle des 
deux axes (fig. 27 5). 

Les relations ci-dessus se transfo1·-
1nc11t en chaque instant, l'axe inter-
1nooiaire variant de positione, et par Fig. 21&. 

suite les Ynlcnrs 0, O , .  On peut, par ce système, diminuer beau­
coup les écnrts de la vitesse moyenne. Ainsi le double joint com-
1nuniqucra à deux axes. parallèles, ou qui se rencontreront, une 
n1ên1c 1·otation en chaque instant, comme l'indique la symétl'ie 
<le figure, si l'on n soin de fnire en sorte que les deux axe.s 

fassent Je mê1ne angle avec la pière inter1nédiaire. 
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324. Si l'on analyse la forme élémentaire du jolat universel , 
on reconnaitra facilement que, si on l'e1nploie dans le cas d'axes 
parallèles, les deux branches de chaque axe ne servent qu'à la 
solidité, et Cfu'une seule paire de leviers fixés aux axes assem­
blés par une bielle produirait le 1nême mouvement, par une 
disposition semblable à celle représentée fig. 228. 

Le joint de Oldham, donné plus haut, devient le joint de 
Hooke si les deux axes, au lieu d'être parallèles, se rencontrent 
et se coupent au centre de la eroix. Il n'y a plus alors glissement,
mais seulement rotation autour des axes. 

On voit qu'en résuiné Je mérite de Ja disposition du joint 
universel est de pouvoil· être employée dans des cas d'axes non 
parallèles , dans lesquels l'assemblage de la bielle par des axes 
parallèles n'est plus possible. 

325. Nous donnerons ici un curieux exemple de l'application du 
joint double ponr faire tourner de la même vitesse deux cercles 
parallèles dont les axes sont réunis par cet organe. Cette dispo­
sition est la base d'un système proposé par un ingénieur suédois 
pour maintenir constamment dans un plan vertical les palettes 
des roues des bateaux à vapeur. C'est au seul p,oint de vue de 
l'élégance de la solution du pt·oblème , en tant que m�nisme, 
que nous en parlons, plutôt qu'à cause de l'importance de l'ap-

-plication pt·oposée, pour laquelle nous doutons qu'on puisse ob-
tenir par ce système une solidité suffisante. 

L'axe moteur fait tourne1· une circonférence; à celui-ci est 
assemblé pa1· un joint univel'sel un arbre qui, par son autre 
cxtréinité , est assemblé d'une manière identique avec l'axe d'un 
second cercle, parallèle au premier, n1ais placé plus bas. 

Les deux axes tournant simultanément, si l'on assemble cha­
que palette pat· deux axes placés l'un à la partie supérieure, 
l'autre à la partie infél'ieure, enti·ant �ans des cou�inets placés 
dans chacun des deux cercles, il est é,•ident que, si , partant 
de la palette placée à l'extrémité du diamètre vertical , et elle­
même verticale , on place les autres axes en des points des 
deux circonférences également distantes des deux points de dé-
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part, tous c� axes seront parallèles, et par suite les palettes qui 
demeurent également ,,erticales. C'est un systèn1e qui, disposé 

Fig. 276. 

sur des circonférencese, a quelque analogie avec celui des règles 
parallèles dont il a été pal'lé. Formé essentiellement d'axes pa­
rallèles entre eux, les règles peuvent évidemment êtt·e courbes, 
comme dans le cas actuel. 

326. Les articulations des crustacés et de divers insectes 
peuvent être citées comme un exe1nple curieux des principes 
précédents. 

Tandis que les vertébrés ont, à l'intérieur, un système osseux 
composé essentiellement de leviers et d'articulations, de parties 
analogues aux crapaudines et à des parties de coussinets des _
machinese, recevant des axes� il est curieux de ·voir ce que ce 
système devient dans des .animaux qui ont le système osseux 
à l'extérieur, et bien intéressant de retrouver des organes qui 
n'ont été découverts par les mécaniciens que depuis un petit 
nombre d'années. 

Les articulations de ces animaux sont, en général, des espèees 
de charnières n'ayant qu'un axe de flexion ; mais ces joints sont 
souvent groupés de manière à produire des joints composés 
ayant deux ou trois axes de flexion , et formant par suite des 
joints universels analogues aux précédents. 

Comme exemple nous décrirons, d'après ,vnlis, la patte anté• 
rieure du -crabe .commun. 
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Elle consiste en réalité en cinq pièces séparées A ,  B, C ,  D, E 
(en négligeant le joint de la pince F), chaque pince étant jointe 
à la précédente par une charnière. Mais on peut également la 
considérer comme consistant en deux parties C et E,  dont la 
première est réunie au corps de l'animal par un joint universel 
qui a trois axes de flexiont, et le second réuni au premier par 
un joint à deux axes ou joint de Hooke. 

Cette pièce C est réunie à la pince E par la pièce intermédiaire 
D ,  et les axes des joints qui forment cette réunion sont repré­
sentés par les lignes 5, .s, entre D et E ,  et 4, 4 ,  entre C et D. 
Ces axes se coupent en un point K ,  et par suite, d'après ce quit· 
précède, E se 1neut, par rapport à C, autour de ce point et peut 
se mouvoir autour de tout axe de flexion passant par ce point et 
situé dans le plan .5 K 4·. 

Le joint co1nposé qui réunit la pièce C au corps de l'anilnal 
est plus compliqué, ett, pour 1nontrer sa dispositiont, nous e1n­

Fig. 277. 

' 

71t. ll 

3 

Fig. 278. 

ploierons deux plans perpendiculaires entre eux, se coupant 
suivant la ligne nin. La figure 277 étant Je plan, la figure 278 
est l'élévationt. 

L'anneau A est réuni au corps de l'animal pa1· un joint dont 
l'axe est en 1 ,  1 ,  dans le plan et en 1 ,  1 ,  dans l'élévation. Celui-ci 

• 
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	il yaura un point comftlun aux deux épicycloïdes, et par suite des élén1ents de la surface en contact. C'est ce que nous allons dén1ontrer ci-après. 
	U'ne figure en perspective fait bien .voir le mode de générationdes épicycloïdes sphériques engendrées par les divers points d'une génératrice,courbes qui conduisent sin1plement au 1node de con­struction des dents des roues, et permettent d'obtenir en chaque instant les surfaces enveloppes et enveloppées qui conduiront les deux axes, comme si les deux cônes prilnitifs roulaient l'un sur l'autre. 
	. 

	267. Remarquons que les engrenages coniques seront voisins des engrenages extérieurs si l'angle des plans seêtions des bases est obtus, et des engrenages intérieurs, et par suite inapplica­bles souvent, si cet angle était aigu. Aussi l'angle droit est-il la lin1ite inférieure adoptée dans la pratique, et, sauf ce cas, l'on peut toujours, en prolongeant l'un des axes, s'il est nécessaire, 
	.,,.
	. 

	faire faire aux plans des roues un angle obtus. 
	Appliquons les principes exposés aux solutions qui correspon­dent à celles adoptées par la p1·atique pour les engrenages plans. 
	. 
	-

	268. Engrenage àflancs. -Le flanc ét.ant un plan diamétral du cône prin1itif, la dent conductrice sera une surface conique dont il faut détet·miner la forme. 
	Soient S0, S0' (fig. 236) les axes des deux cônes qui doivent tourner en se touchant toujours, suivant une arête S�(. Soient MmN, �i ni' N' les circonférences des cercles provenant de l'inter­section des deux cônes, par des plans menés perpendiculai­ren1ent pat· le point l\i à leurs axes respectifs. 
	Que sw· le rayon �I 0du cercle 0' conime diamètre on dé­crive une circonfére_nce0, et que par son centre 0" on élève une perpendiculaire sur son plan, cette perpendiculaire rencon­trera l'axe OS en un point�
	( 
	. 
	11 
	-

	Si l'on considère cc point Ł .comme le sommet coinmun de deux cônes ayant pour bases les deux cercles 0 et 0", et qu'on fasse rouler le deuxième cône (.I0") sur le premier (l:O), un point de la circonférence 0" décrira une courbe à clouble 
	.. 
	268 
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	courbure 1n m", une épicycloïde sphériqtle, située sur la sphère sur laquelle se 1neut le cercle O" lui-1nême, sphère ayant son centre en :I. 
	Figure
	Fig. 236 • 
	Fig. 236 • 


	• 
	Que par cette épicycloïde on fasse passer un cône qui ait le point S pour sommet; ce cône sera la surface enveloppe d'nn plan diamétral du cône SO', et devra par conséquent être pt·is pour la surface des dents du cône SO'. Ce l'ésultat paraît évi­dent d'après Ja similitude de la construction employée avec celle usitée pour les engrenages cylindriques; nous a\lons prouver au reste que toutes les conditions du problème sont sa­tisfaites. 
	Soit mm" l'arc d'épicycloïde sphérique décrit pa1· le point m" du cercle O", à pa1·tit· du mo1uent où il toucherait le cercle 0 en m, de telle sorte que l'on ait arc Mni" =arc Mm. 
	Prenons su1· le ce1·cle O' l'arc Mm' = arc Mm, je dis que le plan SO' m', qui passe par le point ni", est tangent en ce point à l'épicycloïde, d'où il suivra qu'il est tangent au cône qui a le point S pour somn1et, et pour base répicycloïde. 
	En effet la droite i\'.I ni", passant par le centre de rotation in­stantanée M, est normale à l'épicycloïde en ni". La droite O' ni" est perpendiculaire sut· la droite Mm", car l'angle Mm" O' de ces deux droites est inscl'it dans la de1ni -ch·conférence du ce1·cle O". 
	CIRCULAIRE CONTINU EN CIRCULAIRE CONTINU. 269 
	La droite .O' S fait un angle droit avec la droite Mm", puis­qu'elle est perpendiculaire au plan du cercle O". 
	Donc le plan S O' ni'' passe par deux droites S0' et O' m" per­pendiculaires à la droite Mm", donc il est perpendiculaire à cette droite; or cette droite est une nor1nale à l'épicycloïde. 
	Donc le plan S O' rn" est tangent à l'épicycloïde, et par suite à la surface conique, qui a son sommet en S et qui s'appuie sur l'épicycloïde. Le plan Sm"M est le plan normalo. common au cône SE et au plan diamétral S O' ni". 
	Donc le plan norn1al con1mun aux deux dents en contact passe par l'arête de contact SM des deux cônes SO, SO'. 
	Il suit de là que, si cette surface que je désigne par SE est la dent du cône SO, cette dent poussera le plan diamétral S' O' m' du cône SO', et le fera tourner autour de l'axe SO'. 
	Il reste à prouver que la rotation de ce plan diamétral, et par conséquent du cône SO', est proportionnelle à la rotation du cône SO. 
	Cela résulte de cc que l'arc Mm' déterminé par la droite O' m" sur la circonférence O est égal à l'arc Mni. 
	En effet la circonférence O" ayant pour diamètre :le rayon MO' de la circonférence O', on a, cornme nous l'avons déjà vu dans l'engrenage à flancs , arc Mni' =are Mm". Donc arc Mm' = arc Mm. 01· les rotations des deux cônes sont n1esurées 
	arc 1\'I ni arc Mm' 
	-. 

	respectivement par et . Elles sont en raison
	R R' 
	inverse des rayons R et R' des deux cercles O et O', et consé­quemmen_t en raison inverse des sinus des angles au sommet des deux cônes. 
	269. Engrenage conique à développantes. -En transportant au cas qui nous occupe les raisonnements qui nous ont conduit à l'emploi des développantes pour Je profil des engrenages cylin­driques, on construira dans les 1nên1es conditions un engrenage conique à développantes. 
	Étant donné l'angle de deux axes, OE, OF (fig. 237) se ren­contrant au point O, imaginons autour de chacun d'eux une 
	• 
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	surface conique dont le sommet soit au point O, et la base un petit cercle d'une sphère ayant ce même point pour centre; ces deuxe. cônes seront représentés sur la 
	A
	figure par les triangles isocèles A OB, COD; prenons ces bases en raison inverse des vitesses w et of, de ma­nière qu'elles satisfassent à la condition RN =R' ro'. 
	Figure
	./
	}; 
	-

	La communication du mouvement 
	serait évidemment établie dans les con• ditions voulues, en supposant le froJ­tement suffisant, par un grand cere.le de la sphère tangent aux deux bases, 
	\j/ 

	D
	renfermé dans un plan tangent aux deux cônes. 
	Fig. 237 . 
	• 

	Si maintenant on suppose qoe ce grand cercle s'enroule suc-' cessivement sur chacun descercles des bases des deux cônes,, un point quelconque de ce grand cercle décrira sur la sphère deux courbes à double courbure dites divelanles sphét·iues. Ces courbes, considérées co1nme des dents sans épaisseur, seront propres à transn1ettre le mouvement nux deux cercles comme par enroule1nent et déroulement d'un g,-and cercle. Pour don­ner de l'épaisseur à ces dents, il suffit dimaginer qu'un rayon de la sphère parcou1
	· 
	o,pp
	q
	"'

	270. Nous ne nous arrêterons pas ici sur les engrenages double­ment épicyclo:idaux qui se construiraient comme les précédents; en chaque instant l'épicycloîcle du cercle roulant au point de 
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	contact seconfondant avec sa tangente en ce point, ce que nous venons d'établir précédemment, quand l'épicycloïde intérieure se confond avec la tangente, est une droite, s'appliquant égale­ment à ce cas. 
	·e

	271. Construction pratiqtu des engrenages coniques. -D'aprèsce qui précède, toutes les lignes qui entrent dans les engrenagesconiques étant définies, ce n'est plus qu'une application des principes de la géométrie descriptive d'en déduire tous pan­neaux et· tes tracés nécessaires pour la const1·uction. Mais il est inutile d'entrer dans des détails étendus à cet égard, vu que, dans la pratique, on a adopté une méthode simple et suffisam­ment exacte. Nous ne parlerons en l'exposant que de l'engre­nage à flancs
	Nous avons décrit l'épicycloïde sphérique par laquelle passe la 
	Figure
	• 
	Fig. 238. 
	surface conique qui doit forn1er les dents de la roue O. ])ans la pratique, ce n'est pas par cette courbe même qo' on termine cette surface conique, car les at·êtes du cône ainsi déterminées seraient d'inégale longueur (puisque le centre du cône qui décrit l' épicy­cloïde n'est pas au point de rencontre des deux axes; cela a lieu pour l'engrenage à développantes : aussi la solution approchée 
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	que nous allons exposer est moins inexacte dans ce cas). On termine cette surface conique par la courbe qui résulte de son intersection avec un deuxième cône ayant son sornmet S. sut· l'axe OS (fig. 238) et passant par le cercle O, le point S. étant déterminé par la rencontre de l'axe SO avec la perpendiculaireà l'arête S1\1 au point M. Pareillement pour le cône SO'. 
	Les deux cônes (S,) (S' ,) ont une arête com1nune, la droite S,MS', et un plan tangent co1nmun suivant cette droite. lis coupent respectivement les deux surfaces qui fol'1nent les dents des deux roues que j'appelle (S, E) (S'e, E'). Si on déter1nine les deux courbes d'intersection et qu'on développe les deux cônes S,S', sur leur plan tangent co1nn1unpassant par S, MS',, les courbes d'intersection en question se développeront sur ce plan,et on obtiendra, en les relevant, les panneaux nécessaires pour la cons
	, 

	272. Ainsi que nous l'avons déjà dit, on remplace cette con­struction par une métho�e plus simple qui donne une approxi­mation suffisante. 
	Dans le développement du cône S,, 
	I
	/ \ 
	/', 

	\\ 
	1 
	/
	\ 

	la circonférence O (fig. 236) deviendra
	1 
	un arc de cercle de même longueur 
	que cette circonférence. Lacourbe 
	. 

	provenant de l'intersection du cône S, 
	par le cône épicycloïdal St:, si on la
	' considère dans une faible étendue, sera 
	< ./\
	,_

	'\. I
	'v' \ 
	dans le plan tangent au cône suivant 
	Fig. 239, 
	l'arête S, M. 
	développé donnera un arc de cercle égal à la ch·confêrence O'; la courbe provenant de l'intersection de ce cône S' • par le cône S }:' qui forme la dent de .la roue O',dans une petite longueur (qui sera presque leu1· longueur totale si le nombre des dents est très-grand, si par suite elles sont pe­tites) sera dans le même plan; 11 s'ensuit que le tl'acé des par­ties qui traversent successivement la ligne de contact doit se rapprocher extrêmement de celui de profils de dents qui ap
	Pareillement le cône S' 
	1 
	-
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	romme,:,cr,:!esoprln,ilifl. 
	C'osl'-'l\ocrigr,;,naK"plnuquel'ontraœS<1ru11eocartoolluiblc 'l"" L'oo "Ppll11ue tn•uite our Ica deux "'""-'8 S, S', pour ror­>ncr l'tngn:nngcoronkjue,do111leotmr<!ocor,_'duitonlnslàœlul d'uneog:r,:u"g"oplaa,1urolcao1urr""'-"'odhclop1ffl<1uelaoflulbi• llléduoJ)"pitro1-.ermcto,r,.ppll<111crcnwilt 1,11rlcso,-t111cs;ocun11, pour ael,e,er 111 œn,tn,cllon, Il 1urfot de faire pustt I"'' la ''"""" tr•M des •n'l"" 11t dirigeant ,ers le llQmmct du C<'ll>c. 
	273, 1''"Ł"Ł9" ,i Lo"'""'· Ł ;\ou• n'uons 1,orlé dans ce qu!pMŁequcodc deux des oolutlon• pn,tiqu .. ,tmito1>1oau•I l'autre oolutlon du problŁm• dcs e11grtn•ges c1ue nous no.,, ètudifu. prtt«J.c,nmcnt, dou1 leo"•• où die eu pooslbl<,, œlul 0\11.,.uesoso"tàanglcdmU 
	S.>ie111ode11xoto11..,ln<'galC!1,clodontleso11xeso11eon;:m,mtr,;,nlà 
	•ni,;ledmlt, l'une des roues portllnt dcs '""'""' •Łlindrlqur1, rnuttt dol! portetod<'l!alluehon•od'uneforinepartlculièn,. \oŁuu11 eominc11\011 pcullllo<lél<!rmln<!r 
	-
	1ur leoplnn u11 nhmuodcol'Ł. 
	!'ou.nt AC=r,al=R,"'"' =9= dlstl\O"" ,,ngulalre de /"' 1,ur le plan des C'<'Dlrcs, \.CP=Ło,o"'"=-", 'l'o=!I, 
	"'1'-"'p,onao: g-r,i,., ,.t,..Ł 
	"'= 1•11-A,..,_rJ111.0-l\aln.'i', 
	Figure
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	Les vitesses a_ux eil·conféreuces devant être égales et les points pet P coïncider en A, l'arc ".\. P doit être égal, sur le plan Yer­tical, à l'arc t·m Slll' le plan horizontal, augmenté du rayon m p de la base, au n1oins à tl'ès-peu près; done 
	9 ra-p P)
	.
	etx = 1·sin6 _,;. Rsin. (
	== 
	rO ;
	-

	R 
	Figure
	' 
	a 

	Fig. '241. 
	Ces valeurs de x et y permettronte· de tracer ·par points la courbe pP /, et, en rendant au fuseau son ditun-ètre réel, la courbe de l'alluchon devra être reculée d'une distance égale au rayon du fuseau cylindrique. 
	.e

	L'alluchon p Pf, en supposant qu'il condaise, se meut néces­sairement clans la direction de la flèche ·et s'��--du plan des centre�. Si l'on considère inaintenant le fuseau P,, et l'alluchon 
	p. P,/J pendant leur approche de l'aut-re côté du plan des centres à une distance angulaire 6 égale à la première, hl. valeur de y . 
	-

	reste la même; mais on a q>, étant égal à m, a t, 
	. . ra+p
	x, =Rs1n.rp,e-rs1n.Oetcp, = 
	,

	R 
	ou R Cf', -r O = p, au lieu de p = r6 -r cp. 
	DŁaprès ces valeurs, com1ne on voit sur la figure que , <p 
	p

	ou R sin. Ł.-r sin. e<1· sin. e-R sin. 9; dès lors x,<x, 
	La courbe p,P, /, n'est donc pas la même que pPf, n1ais elle 
	Figure
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	de cherche1· une forme plus compliquée que celle qui convient aux engrenages épicycloïdaux. 
	27 5. Glissernent. -La considération des axes instantanés de rotation en1ployée poul' l'étude du rnouve1nent de deux co1·ps, comme celle des centres instantanés de rotation pour celui de figures dans un plan (art. 23) , permet d'arriver facilement à Ja formule qui donne l'étendue du glissen1ent (t). Pour trouver le mouve1nent relatif élémentaire de la roue O', par rapport à la roue O (fig. 243), nous pouvons supposer qu'on applique à l'en­semble. des deux roues O, 0' un mouvement con11nun égal et contraire 
	.

	s
	qui n'est déplacé par aucune de ces rotations, et par le point A, centre instantané de la ro­tation de la courbe de la base). Il suit de là que la -vitesse il de cette , rotation résultante sera représentée par la diago­nale SH, si les côtés SF, SG sont pris de manière à repré­
	C1 
	R

	senter les vitesses composan­
	senter les vitesses composan­
	-
	-


	Fig. 24.3. 
	tes et> et w'. 
	En effet, si nous menons du point G deux perpendiculah·es 
	GT, GR sur les axes de rotation SN, SA, le déplacement élémentaire du point G autour de S N sera G R X ro, et ce sera sa rota­tion totale puisqu'il ne se déplace pas autour de SN'; d'un autre côté, SA étant l'axe instantané de l'Otation et O la vitesse résul­tante, le déplacement élémentaire de G aura aussi pour expres­sion 1l X G T; donc : G R ro = G T il. 
	-

	(t) Delaunay, Jfécanique. 
	.A N' 
	• 
	' 
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	D'un autre côté, les triangles SFH et S G Hsont égaux, donc Jeurs surfaces sont égales, ou SF X GR = S H X G T; donc enfin Ł = : !,.donc S F représentant <i> , S H, ou la diagonale, représente,·a il. 
	Appelant cc l'angle O S A ( 112 angle du cône), cc' l'angle 0' SA, on auraa: 
	SH == S F cos. <1. + S G cos. ri, et aussi : 
	il == <•> cos. ex + <i/ cos. à', et la valeur· de l'angle décrit pen­dant un temps extrêmement court dt, sera : 
	iX + w' cos. ex') dt. 
	(<i> cos. 

	Désignant par p la longueur de la perpendiculai1·e abaissée d'un point M dont on veut évaluer le glissement, sur raxe instan­tané de rotation S A, on aura : 
	p (<t> cos. Ł + <t/ cos. t:la)dt 
	pou,· le glissement élémentaire de ce point ŁI. Désignons par ds l'at·c infiniment petit de chacune des circonférences OA, 0' A qui
	traverse le plan N SN' pendant le temps dt et par r, r' les 1·ayons 0A, 0' A de ces circonférences, comme rwdt=r' <t>' dt=ds 
	..
	l'expression du glissement élén1entaire du point M dèviendra: 
	C( + Ł cos. Cl) ds. 
	p (; cos. 
	1 

	276. Frottement dans les engrenages coniques. -Dans les en­grenages coni<1ues exécutés avec soin, on a toujours l'attention de faire les dents, et pa1· suite le pas aussi petit que possible, de sorte que le mouvement et le glissement des dents l'une sur l'autre ont sensiblement 1ien con1me s'ils se passaient dans le plan tan­gent aux deux surfaces coniques et normalement à la longueur des dents. 
	Q étant l'effort trans1nis à la cil·conférence de contact, fle coefficient de frottement, le glissement a été trouvé pour un 
	are àsa: p (Łcos. "+ Ïi7cos. «') ds 
	appelant œ et «' les demi-angles au sommet des deux cônes S,, S' ,, on aura : «+œ' = 1so-ô, ô étant l'angle des deux 
	0 
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	axes. L'expression du frottement pour un arc ds et un effort agissant à une distance à partir du point de contact, dont la a
	valeur moyenne p est le pas de l'engrenage, deviendra 
	,
	-, a etant 
	2 
	donc : 
	L'expression entre parenthèses revient à : 

	("Ł 
	("Ł 
	✓
	" 
	+ 
	co;, 
	tt')2 

	_ ,. / + Ł 
	!_ 

	or cos. 180-ô 
	or cos. 180-ô 
	° 

	2 cos. Cl cos. rsin. cx sin. a.'
	l 
	2 
	2


	+ 
	R
	'e
	2

	R R' R
	2 
	' 

	= 
	-

	cosô
	. 

	=
	-

	cosex cos. ex' sin. ex sin. ex'; 
	. 
	+ 

	0t R,
	de plus comme lest Ja génératrice du contact, l sin. 

	= 
	l sin. a.' = R' et que par suite -=o, l expression 
	f 

	mn.ecx sin. a. , • 
	R R' 
	R R' 

	ci -dessus revient à : 
	2 cos. ô
	,. 
	/ 
	1 

	t 
	+ 
	n'
	2 

	n : n' et a = 
	2 1t R 
	--, la valeur du 
	n
	donc enfin, comme R : R' 
	= 
	travail du frottement pour un arc s, en faisant entrer dans son expression le nombre de dents, peut se mettre sous la forme : 
	cos. ô 
	2 

	. _!__ _ 
	,
	/
	.!_ 
	+ 

	n n 
	1
	1
	nn

	T =/Q
	Or, Qs est le travail dû à la résistance Q pendant le mouve­ment de la roue; représentons-le par Tr ,on a enfin : 
	1 t 2 cos. ô 
	✓

	2 
	n

	n'nn' 
	2 
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	II. AXES NE SE RENCONTRANT PAS.· 
	,
	ORGANES AGISSANT PAR CONTACT Il\ll\lEDIA.T AVEC FROTTEMENT 
	DE ROULEMENT. 
	DE ROULEMENT. 
	277. Pour trouyer les surfaces qui pourraient dans ce cas servir, adaptées aux axes, à les faire mouvoir l'un par l'autre, de telle sorte que le rapport des vitesses fût constant et qu'il ne se produis1t pas de glissement, mais seulement un roulement, nous reprendrons les considérations l'elatives au roulement, exposés au début (art. 23 et suiv.). 
	Nous avons vu ( art . .23} que les propositions relatives aux centres instantanés de rotation de courbes sur courbes situées dans un même plan, s'appliquent à une figure sphérique mobile sur la sphère où elle est placée, et qu'elle peut également être amenée d'une quelconque de ses positions à une autree, par un mouvement de rotation autour d'un point de la sphère comme pôle, ou, ce qui est la même chose, par un mouvement de rotation autour d'un diamètre de Ja sphère comme axe; qu'il en est de même de tout 
	Lorsqu'une courbe 1nobile roule sur une courbe immobile, soit que ces courbes existent seules, soit qu'elles se trouvent tracées sur les surfaces de deux solides qui 1·oulent l'un sur l'autre, il · est claire. que le point de contact des deux courbes, considéré comme appartenant à la courbe mobile, reste en repos pendantun intervalle de temps infiniment petit; le mouvement élémen­taire de la courbe 1nobile ou du solide auquel elle appartient doit donc être une rotation autour d'un axe passant par ce point d
	260 LIVRE DEUXIÈl\lE. 
	1nentairc du solide mobile est à chaque instant un� rotation au­tour d'un axe passant par ses divers points de contact avec le solide immobile; et que, par conséquent, tous ces points sont nécessairement en ligne droite. Donc, pou1· qu'un solide puisse rouler d'une n1anière continue sur un autre solide immobile, le contact ayant lieu en un nombre infini de points nécessah·e1nent en ligne droite, il faut que les surfaces de ces deux solides soient des surfaces réglées. 
	-

	Ce résultat obtenu en considérant le roulement absolu est di­rectement applicable au cas du mouvement relatif, puisqu'un pareil roulement peut toujours être ramené à un roulement ab­solu des mêmes solides, en hnprimant à tout le système des deux corps, un déplacement égal et directement opposé à celui de l'un d'eux, ainsi ra,nené au repos.
	278. Étant démontré que les surfaces qui peuvent convenir sont des surfaces réglées, il est facile de voir que la solution du problème, pour un rapport de vitesse constant, ne peut se trou­ver que dans l'emploi de deux hyperboloïdes de révolution en­gendrés par une 1nême droite tournant successivement autour de chacun des axes. On sait que cette surface est engendrée par une droite qui ne rencontre pas un axe autour duquel elle tout·ne, et auquel elle n'est pas parallèle. Deux surfaces de cette natut·e E, F
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	Fig. 244. 
	se conduiront par simple contact; celui-ci a toujours lieu le long d'une génératrice commune aux deux surfaces; ie change­ment de contact correspond au déplacement de la génératrice 
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	co1nmune lorsque chacun des axes décrit des rotations dans un rapport donné. Tout ceci va paraîtl·e très-clair en cherchant. à construil'e le système dont il s'agit. 
	279. Soient AB, CD deux axes de l'Otation (fig. 245), ab, cd leurs projections sur un plan parallèle à tous deux ; g k leu1· per­pendiculaire co1nmune (leur plus courte distance) projetée en M; E F une ligne c1ui coupe g k en /t, parallèle au plan sur lequelelle est projetée suivant ef. La ligne E F en tournant autour de A B engendrera un hyperboloïde, et en tournant autour de CD un autre hyperboloïde; }�}sera par suite une ligne com­mune à ces deux surfaces. 
	"' 

	D'un point quelconque E de cette ligne, abaissons les perpen­diculaires EA, E C sur AB et sur CD, les lignes A E, E C, qui se projetteront suivant a e, ce, seront les rayons de deux cercles des deux hyperboloïdes ayant un point E commun. 
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	Menant C p parallèle à c eon aura E p = h k et Cp =ce, 
	l 

	2 _2 2 2 2 
	2 _2 2 2 2 
	d'oùeEC =Ep +cp =hk +ce. 
	On trouverait de même : A E= g h+ a e; si donc on a r. e hk . 
	2 
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	tracé 1 a proJectton ef d e teIle sorte que l'on ait -= -h,, on
	ae g · 
	• 
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	E C h k 
	d,après , , dessus = par cons é
	. 
	-

	aura encore l 1·es ega 1tes c1
	-

	1,, quent les distances de tout point de la ligne E F aux deux axes seront dans un rapport constant, et par suite pour une rotation de chacun d'eux en rapport inverse des rayons, des longueurs égales des deux circonférences, dont ces distances sont les rayons, passeront à tous les points communs. Il n'y aura donc que 
	EA 
	g

	. 
	. 
	r 

	changement de génératrice commune, et la vitesseangulaire=,
	R
	ret R correspondant aux rayons des cercles de gorge des hyper­boloïdes. On pourra donc facilen1ent déterminer la pt·ojection ef et par suite la position d'une ligne E F pour un rapport de vi­tesses donné; et les deux axes qui porteront les deux hyperbo­loïdes qu'elle engendre pourront se mouvoi1· par contact dans ce rapport de vitesses
	. Mais tandis que pour le cas des cônes , les circonférences de chaque paire de cercles qui se correspondent , bien que n'étant pas dans le même plan , se meuvent de telle sorte que les rayons qui passent pa1· le point de contact soient perpendiculaires à la ligne d'intersection des deux plans qui renferment les cercles, et que par suite les deux tangentes au point de contact coïncident avoo cette ligne, il n'en est plus ainsi dans le cas des hyperbo­loïdes. 
	Les cercles dont les rayons sont CE. A E se trouvent dans des plans dont l'intersection est la ligne E e; les tangentes à ces cercles au point E ne coïncident nullen1ent avec cette ligne ni avec aucune antre, elles sont distinctes; il n'y a plus en réalité roulen1ent, mais rencontre de point successifs des cercles. Si la distance k est petite, les hyperboloïdes se rapprochent beaucoup d'une paiŁe de cônes dont le sommet commun serait en h. 
	g 

	280. Dans la pratique, •dit encore li. Willis, dans le cas qui nous occupe, comme dans celui des cônes , on n'a besoin que de petites parties de la surface de chac1ue hyperboloïde , et on peut sans erreur sensible leur substituer une partie de la sur
	-

	Figure
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	face du cône tangent au point milieu , qui peut être déterminé 
	de la manière suivante: Soit C K l'axe de l'hyperboloïde, CK = N P=y la moyennedistance au plan C passant par le centre de la partie considérée; K P C N, la distance à l'axe C K, le rayon; CA== a Je rayondu centre de gorge de l 'hyper­boloïde et le demi-axe dea. l'hy­perbole génératrice P AP' , élé­ments déterminés par la construc­tion précédente, dans laquelle A E, EC représenteront lerayon moyen, 
	' 
	= 

	\
	\
	\ 

	9, k les centres des hyperboles gé­nératrices, et g h, h k leurs demi-
	Fig. 24.6. 
	axes. Soit PTE la tangente en P, on a, d'après les propriétés con­
	nues de l'hyperbole , 
	b2 . b2.
	y= -(x-a) et C E = -. 
	2 
	a
	2 
	2 
	2
	Ł
	•
	· 

	y 
	ay
	2 

	Cette valeur de CE · donne le so1nmet E du cône dont
	= 
	2 

	X -a 
	la base est K P. 
	281 . D'après ce qui précède, la transmission du mouvement entre deux axes qui ne se rencontrent pas, et ne sont pas paral­lèles, peut th�oriquement avoir lieu comme dans le cas qui a été pt·écédemment étudié, et la solution générale être appliquée, si l'adhérence au contact suffisait pour surmonter la résistance à vaincre. Si elle ne peut suffire, on peut encore (au moins théo­riquement, car les difficultés du tracé de ces engrenages les ren­dent peu admissiblès dans la pratique) construire des engrenages 
	2s, LIVRE DEUXIÈME. 
	dans le rapport de vitesse voulu, puis habiller ces courbes de manière qu'elles se trouvent sur des surfaces se touchant par cescou1·bes, de telle sorte que celles-ci ne puissent échapper. 
	. 

	Prenant pour la ligne à enrouler une ligne droite, la courbe d'enrou)e1nent se rapproche de celles étudiées précédeminent pour les autres cas. 1\-1. Olivier, en les réunissant par un 1node de gé­nération com1nun, les a classées en développantes plane; cylin­drique, conique ou hyperboloïdique, suivant qu'elles sont t1·acées sur un plan, un cylindre, un cône on un hyperboloïde de révo­lution. 
	282. Soit A un axe vertical (fig. 247), P un plan perpendi
	-

	culaire à cet axe le coupant en un 
	point o, traçons dans le plan P un cer
	-

	cle de rayon payant son centre en o • 
	Soit F un fil enroulé sur ce cercle, et au point où le fil se s�pare du cer­cle, imaginons un anneau glissant sur ce cercle et qui per1net à l'extrémité 
	. 

	Figure
	Fig. 24T.
	., 

	lihl'e du fil de prendre divetses direc-
	... 
	tions. Si l'on donne un mouvement de rotation autour de l'axe : 
	" 
	1° La partie libre du fil restant dans le plan P et tângente au
	· 

	cercle, un point de ce fil tracera une développante du cercle. 
	2 La partie libre du fil restant dans le plan P et coupant le rayon qui passe par le point d'attache sous un' angle constant, un point du fil tracera une développante du cercle qui a pourrayon la perpendiculaire abaissée du cent1·e o, sur la di1·ection du fil. 
	° 

	° 
	3 

	La pa1·tie libre du fil étant tendue le long de la génératrice d'un cône droit passant par le cercle, l'ext1·émité décrira une spirale héliçoïdale dont la ·projection sur le plan Pest une spirale d'Archimède ( p =a 11> ). La longueur du fil restant la même pourchaque tour, l'élément héliçoïdal sera d'autant plus incliné sur la génératrice que la section du cône sera moindre, que Je· pointdécrivant se rapprochera davantage du sommet. C'est bien l'effet que donneraient des roues d'angle considérées comme form
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	de plans superposés, si on les faisait tourner ceux-ci de quantitéségales pour supprimer le glissement, en 1·aisonnant comme pré­cédemment. 
	4 La partie libre du fil étant tendue le long de la génératrice d'un cylindre droit passant par le cercle, son extrémité décrira une hélice cylindrique. 
	° 

	° 
	5 

	Enfin si la surface sui· laquelle se meut le fil est engendrée par la révolution d'une droite· faisant avec la ligne A qu'elle ne rencontre pas un angle ô, la surface sera un hyperboloïde de révolution, et la ligne tracée par un point du fil appliqué suc­sivement le long des génératrices rectilignes, une développante l1yperboloïdiqtte circt,laire. 
	Il est ê:vident que dans le cas des hyperboloïdes, cette ligne ne pourrait plus être remplacée par une droite tracée dans un même plan tangent com1nun aux deux surfaces (puisque pour une gé­nératrice con1n1une les deux plaus sont distincts); le tracé des dents offrira par suite des difficultés, que l'on n'abordera guèredans la pratique, surtout lorsque la solution indirecte par une 1·oue intermédiaire permet une solution facile du problème parl'emploi des engrenages coniques, ainsi que l'a montré M. Pon­cel
	283. En effet, soient Aa, Bb deux axes (fig. 248); prenez une ligne con­Ycnablement disposée qui rencontre les deux axes en Cet en D, et servez-vous­en comme d'un troisième axe jouant le même rôle que les deux p1·emiers. 
	Une paire de cônes de roulement e, f, ayant leur sommet en C, sans qu'il soit nécessaire qu'ils s9ientac­
	.
	FiŁ. 248. 
	colés, et une autre paire g, lt, ayantleur som1net en D, se 1uèneront par sin1ple roulement, et fi­nalement la rotation de B b sera co1nn1uniquée à A a par simpleroulement.. 
	A 
	Soient A, A,, a les vitesses angulaires respectives des axes Bb, 
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	CD, A<>, et R, R.,r les ••Ł·on• dt:,s 1,a..,. de œs d,n,,.. on aun,o: 
	:, = Łi' et:· = '[;,,roiŁ=Ł• 
	,

	cn<l<D><ntooomn,e si le$ ox\1"'!1,,tho[>Ou,alcntagirparoon­tacl immédi1t1oJ"u11,11rol"1rn\re 
	28Ł. l-11. solution th,'orique, fondff •or 1.. prineii-1,Ł•uŁ que """" a,·onŁ c,pos,is, œt toujours possible, et le premier hŁ1.,,.bolvide portant """ dcHI d"uoe c,,,u,i,.., (.,.,.,.,, al le de11,i\•me est muni ,r,11u, ,kut 'J"i soit rc,,.cloppe de toute& les positions de la vremièro, le mouvement aura lleu eomme ,;o1.,,, deu-!,_,1..,..boloid.,.o.,, mou,ni<nt dans 1... rondition• 
	ŁŁ1Ł;f};;.ŁŁi;:'.: Ł 
	ettclcs primitih de dent• de pcn d"éœuduu dont les J"ace,i soieul trae&ssuh"anlle5ogénératrlc,,,.dcs b)p,erboloid""o""""'"\ol'"'o""ode 
	i:t,.:.:Ł:.,:;1,7:Ł .. Ł-,.= 
	Ł;Ł.:

	,
	,
	r., m 

	œ11<litio11Ł voulue•;o!"" Ł'lioŁrnlri""' qni aµirout !'one sur l"•u1N: 
	•Ł·nnt fvidemmcnt ln di....,liuo oonvenabte. Cette constroetjon oc retrou,c d,11, quelques mnchines, 11iai• l"e,.;.,utkm l'.ùlnitlète doolépurequiodouneraltoleotrnr+.oe.-a,·1,Je,,odentsooITriruitodes diffi<:uJté,, tropŁ"'°""" dans la pratique. 
	l'iul !,.,,,,,in ,l� re,cnir ,uroœttconpplk�lion desosy•lèmes pn'­ttdcntl!, nu pointodeo,·lleodeoln pratique. 
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	Mais même àu point de vue de recherches théoriques, il n'y a pas d'intérêt à envisager le problème dans toute sa complica­tion. l\f. Olivier a donné la solution de la question pour un système qui jouit de propriétés particulières importantes fon­dées sur celles développantes. C'est le seul cas 9ue nous exami­s et qui, du reste, nous n1ontrera clairemel)t comment il faudrait opérer dans le cas général. 
	neron

	Dans ce système, les dents de l'une des roues sont à déve­loppantes et ne diffèrent pas de celles d'un engrenage cylin­drique; celles de l'autre roue sont formées d'une surface héli­çoïdale développableo, et le contact a toujours lieu suivant une ligne droite. 
	285. Cherchons à donner idée du principe fondamental de la construction de ce système et à exposer les données desquelles, à l'aide des procédés de. la géométrie descriptive, on peut déduire les tracés nécessaires à l'exéeution. 
	De la propriété de l'engrenage plan à développanteso, que le contact a toujonrs lieu sur la nonnale commune, qui est la tan­gente co1nmune aux cercles qui portent les dentso, il résulte que 
	-
	si on fait tourner une des roues autour de cette tangenteo, les 
	deux engrenages n1us avec la vitesse voulue se toucheront tou­jours par un point situé sur cette tangente commune (t). La pre­mière roue restant la tnême , cherchons les modifications qu'il faudrait faire subir aux dents de la seconde roue, quelle surface devrait être engendrée par des génératrices passant par une sec• faite au milieu de l'engrenage -à développantes fournissant déjà un point de contacto, pour que le contact eût lieu suivant -une ligne droite. 
	tion 

	(1) 1\1. Olivier a encore fondé sur _cette remarque la construction d'en­grenages à développantes fort curieux. Puisque l'on peut faire tourner une des roues autour de )a tangente conununee, l'engrenage peut être o�cillant, c'est-à-dire qu'on peut donner à une des roues deux mouvements de rota­l'un autour de son axe, l'autre autour de la droite des contacts. Les contacts n'ayant lieu que par un pointe, les roues doivent se réduire à des ·profils sans épaisseur, ou les dents de la roue oscillante être tenuin
	tion, 

	288 LIVRE DEUXIÈŁIE. 
	Traçons rengrenage plan comme à l'ordinaire, et dans un 
	plan MM' (fig. 250) perpeŁdiculaire au premier, traçons ON, 
	trace du plan de la seconde roue après 
	qu'e1le a effectué une rotation autour 
	de la tangente <:ommune. Soient O, o' 
	o"les projections �es points de con­
	,
	tact successifs ni, 1n', ni", ils se projet­
	.' teront sur ON, en des points p,p',p",obtenus en décrivant des arcs de cercle du point O comme centre avec les rayons O o', 0 o". Si donc on prenait pour génératrices des sur­faces des dents des deux roues les cordes p' o', p"o", le contact aurait évidem1nent lieu suivant ces lignes qui passent par les points des deux roues qui viennent �uccessivement en contact. Ces lignes for1nant avec le plan de, chaque roue un angle égal à la moitié du,supplément de l'angle des deux plans, elles en­gendreraient deux s
	Figure
	1:i.:. 2r.o. 

	286. Insistons un instant sur cette solution, qui n'est pas aussi shnple que. celle que nous allons expliquer en détail, mais qui ne manque pas d'intérêt. Elle peut êt1·e facilement exécutée dans le cas où, donnant peu de largeur aux couronnes des roues, les dents restent sensiblement rectilignes dans le sens de la lon­gueur. Elles fournissent le double mouvement de rotation et de progression qui appartient à la vis, comme nous le verrons plusloin, et qui est nécessaire d'après les positions des axes. 
	Soit P, C Q. = t l'angle des deux roues construites comn1e nous venons de le : dire, ou des deux axes des roues; lors­que le contact a lieu et que la dent LM (cachée dans la fi­gure) met en mouvement la roue BB., si nous appelons N la pression au point de contact qui s'exerce suivant la normale CN, P la puissance exercée pat· la roue mot1·ice C, perpendicu­laire1nent à son axe, Q la résistance de la roue B B., on aura, à. 
	1'Ł1ot,Wqullibrc,lcmo,nerncn1,miforrucP=l'i ro,. l'iCJ>, =ol'i = l, ctoij = ::::
	sin. o,oQ = 1'cŁ. l'iCoQ, =.\olu. ,,, •+•·
	-

	,o
	Figure
	!, 
	L,..oligncsdeo!a figure permettent cnrorcodeoMtetrnin,role, valcundcsoC<lmposantcsRctS <1nl aRiuentsuhantl.soa;,.r;ict "Ł""'"t un rrouement ro111idérnble, principal ln<:onn\nientodcs solulloosodiŁtesduoproblfmeode1ocngr,,1,nge,;oentreodcuxo11Xtt qoiooogeorenrontreutpu 
	llan,ee ca,, les projœtion, del aret.eoopaSS11ot an point de cootŁetde,•ienncnl les droltcso"oq',P'q (fig. 2;;0). l.eopoiot,p', 1"',o•pi)artcoanliolaose<:oudeorone,neoptn,·enlplu,oalor;io,·enlr CDoC<l11tac1 a,ee le,, b-énératrŁ des dentŁ Łylindrl,[uesodc la prewière.o)..101,.ioonore,,ulelaoroueC,o.toouolnorepous,esurle 
	" 
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	prolongement de son rayon en C' (déplacement qui, dans les engrenages à développantes, n'influe en rien, con1me on le sait, sur la forn1e des dents ni sur le point de contact toujours placé sur le point de rencontre du profil de la dent de la l'oue qui ne change pas avec la tangente con1mune), et qu'on déter1nine ce point C' en projetant le centre C sur 1\1 M', p1·olongeant jus­qu'en C" et rabattant pat· un arc de cercle sur 1\11\l' et enfin la portant en C'; on voit facile1nent que les points q', q" devien
	• 
	.288. Pout· rendre ceci plus clair, proposons-nous de construire àpriori l'engrenage dont il s'agit.
	Après avoit· partagé la plus courte distance des deux axes qui ne se rencontrent pas, en raison inverse des vitesses à obtenir, traçons avec ces longueurs ou des longueurs proportionnelles, comme rayons, deux cercles; la question se réduit à trans1nettre le mouvement du premier au second, ou mieux aux cylindres ayant ces cercles pour base et des génératrices parallèles aux axes, avec lacondition que les vitesses angulaires soient dans le rapport voulu. 
	· 

	Nous donnons aux dents de la roue menante pour profils des développantes de cercle; les dents de la roue menée seront des portions de la surface développable formée par les tangentes à une certaine hélice tracée sur la surface cylindrique appartenantà cette deuxième roue. 
	Soient les deox cylindres construits comme nous venons de le dire, c'est-à-dire ainsi (fig. 262) : la plus courte distance ,entre les deux axes ayant été divisée en deux parties OK., O' K inversement proportionnelles aux vitesses des axes; prenons 
	\-+-1 Ło· X <L 
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	ces parties OK, O' K pour rayons des deux cylindres primitifs. deux génératrices des deux cylindres parallèles aux deux axes passant au point K, détermineront un plan P, tangent anx denx 
	Les

	cylindres. En effet, ce· plan compreoora 
	une génératrice de chacun des cylin­
	o dres, c'est-à-dire deux perpendiculaires 
	,.__

	1 
	aux parties de la plus eourte distance,.qui sont les rayons des cercles debase des cylindŁes, et qui seront par suite perpendiculaires à ce plan. Pla-
	: 

	Fig. 252• 
	çons, pour simplifier, l'axe da pre
	-

	1nier cylindre vertical, et l'axe du deuxième incliné à l'horizon. 
	Dans le plan P menons une droite verticale, enroulons-la sur le deuxièn1e cylindre, de manière à former une hélice. Si l'on fait tou1·ner ce cylindre autour de son axe, les différents points de­l'hélice viendront se placer dans le plan· vertical P, et les tan­gentes à l'hélice viendront aussi successivement se placer dans ce plan; elles auront alors une direction verticale, car elles feront tontes le même angle avee les génératrices du cylindre, et cet 
	-
	angle est précisément égal à celui que la veticale que rions avoM 
	Ł

	enroulée sur le cylindre fait avec son axe. 
	Toutes ces tangentes forment t1ne surface développable, qui a pour arête de rebroussement, l'hélice .. 
	Tout plan tangent à cette surface développable passe, conrme on sait, par deux arêtes eonsécutives, c'est-à-dire par deux tan­gentes à l'hélice infiniment voisines; e'est donc le plan oseula­teul' de l'hélice au point commun aux deu.x tangentes (renfer­mant deux éléments de la courbe). Ce plan passe par la normale abaissée de ce point de l'hélice sur l'axe du cylindre, ce que nous· démontrerons pfus Join. Il s'ensuit que ce plan est perpendi­
	·
	culaire· aL1 plan tangent au cylindre mené· par ce point de l'hé­
	lice (t). 
	(t). Cette démonstration est empruntée aux cours de machines de l'.École Polytechniquee, lorsqu'il était professé par �I. Chasles ( feuilles lithogra­
	phiées). 
	phiées). 
	19. 
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	D'après cela, le plan osculateur à l'hélice en un point 1n, situé dans le plan ve1·tical P, est normal à ce plan, puisqu'il passepar la perpendiculaire abaissée du point ni sur l'axe du cylind1·e, laquelle est perpendiculaire au . plan P tangent au cylindre. D'une autre part, ce plan osculateu1· passe pa1· la tangente à l'hélice au point rn, laquelle est verticale; ce plan est donc le plan yertical norn1al au plan P. Or, ce plan osculateur est le plan tangent à la su1·face héliçoïdale. Donc, dans le n1ouven
	Maintenant, supposons que Je prcn1icr cylindre soit armé d'une dent dont le profil soit une développante de cercle qui lui sert de base, cette dent sera elle-même Łn cylindre vertical ; ce cylindre sera toujours normal au plan vertical P, parce qu'une développante de cercle est toujours normale à toute tangente an ce1·cle. Donc, ce cylindre en tournant se1·a toujours tangent à la surface développable héliçoïdale, qu'il touchera suivant une de ses génératrices. 
	Ce cylindre poussera donc la surface héliçoïdale en s'appuyant sur elle dans toute l'étendue de sa génératrice,equi, au moment du contact, est dans une position verticale. Cette pression fera tourner le cylindre autou1· de son axe. 
	Après un mouvement infiniment petit, ce se1·a une autre arête de,la surface héliçoïdale qui sera dans une position verticale et que le cylindre à base de développantes poussera. 
	Quand ce cylindre, qui forn1e une dent du premier cylindre, aura cessé de pousser la su1·face héliçoïdale qui forme une dent du deuxième cylindre, deux autres dents semblables commence­ront à être en prise. De la sorte, la transmission du mouvement se fera d'une manière continue, comme dans les engrenages co
	-

	•
	niques.
	289. Nous avons dit que le plan osculateur en un point d'une hélice tracée sur un cylindre circulaire passe pa1· la perpendicu
	-
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	laire abaissée· de ce point sur l'axe du cylindre. Voici la démons­tration de cette proposition. 
	l,e plan osculateur passe par deux tangentes infiniment voi­
	sines nit, rnt' (fig. 253). Que l'on suppose que par le point m on 
	on ait mené de_s droites parallèles à 
	toutes les tangentes à l'hélice, cesdroi­
	toutes les tangentes à l'hélice, cesdroi­
	Figure

	tes fo1·1neront un cône de révolution 

	-1il, 
	autour de l'arête nik du cylindre. Le 
	•
	· 
	plan des deux tangentes nit, nit' sera 
	tangent à cc cône. Conséquemment il 
	se1·a pet·pendiculaire au plan qui con­
	Fig. 253. 
	Fig. 253. 
	tient la tangente mt et l'arête mk, car celui-ci sera le plan diamétral du cône; 01· ce plan_ est tangent au cylindre. Donc le plan des deux tangentes mt, m t', e'est:-à-dire le plan osculateur de l'hélice, est normal au plan tangent au cylindre. Donc il passe par la normale à ce plan tangent, c'est-à-dire pat· la perpendiculaire abaissée du point m sur l'axe du cylindre. 
	290. La rotation du deuxième cylindre autour de son a'xe sera toujours dans un rapport constant avec la rotation:du premier cylindre. 
	En effet (fig. 254), soit LL la tangente commune aux bases des deux cylindres. Soient n, n les points où la développante du cercle qui forme la dent dlt premier cylindre rencontre cette 
	. ], ,/1) V 

	Fig. 254. 
	Fig. 254. 
	droite L L, dans deux positions successives; nn! égal à l'arc ati, es t proportionnel à la rotation du pt·emier cylindre. }:E' étant l'arête de contact du deuxiè1ne cylindre et du plan P, est rencon­trée en ni et m' par les perpendiculaires élevées en net n', et Em 
	• 
	LIVRE DEUXIÈME. 
	Ea', mesurent les distances de deux points de l'hélice, qui dans la rotation viennent se placer sur la droite E E', à la base circulaire .du cylindre. Le segment na. m, différence de ces distances, est proportionnel à la rotat!on du second cylindre; 1uais le seg­ment nn' est proportionnel à mm. Nous avons dit que ce der­nier était proportionnel à la t·otation du premier cylindre. Donc les 1·otations des deux cylindres sont entre elles dans un rapport 
	,.constant.
	· 
	· 
	·

	291. On peut, dansœ système d'engrenages, constt·uire des engrenages intérieurs et extérieurs. Ni les uns ni les autres ne sont évidemment à 1·etour ; cela résulte claire1nent de la forme des dents héJiçoïdales. Au reste, cette surface héJiçoïdale ayant deux nappes formées par l'enroulement d'une droite autour d'un cylindre soos un angle constant (à droite et à gauche), il sera facile de constrtùre un engrenage agissant dans un sens, celui agissant en sens inverse étant déterminé, et de les assembJe1· avec 
	La savante solution du problème des engrenages ent1·e deux axes qui ne sont pas dans un 1nême plan que nous venons d'ex­pliquer, est due à M. Olivier. Elle n'a pas encore reçu d'appli­cations pratiques importantes; on doit l'attribuer -Surtout à la difficulté de tracé, et aussi au frottement considérable qu'engen­drerait, sur les collets des tourillons et sur les dents, rincli­naison de la dent héliçoïdale. Aussi dans la pratique préfère­t-on employer deux engrenages coniques. 
	292. l'rotte1nent. -Ou voit facilement que le travail dn f1·ot­tement ne sera plus calculable ici, de la mê,ne manière que pourles engrenages coniques; le chemin parcouru par le frottement sera différent. En effeta, le point de contact se meut sur une surface héliçoïdale dont les génératrices font un angle 90-ô ( ô étant l'angle des plans des deux roues) avec le plan ·perpen­diculaire au second axe. Le contact ne de1neurc plus sur une même tangente commune comme dans les engrenages coniques, il se déplace e
	° 
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	fig. 254. Si l'on compare ce qui se passe dans cet engrenage à ee qui a lieu dans un engrenage conique , où le contact par­courl'ait la ligne n n ', il existe donc la relation entre 1a valeur du chemin pal'couru l par le contact et la rotation a, l sin. a=a
	, 

	cette longueur pour un tour devient .'1t Ł au lieu de 2 1t R. Le 
	2

	Slil. o 
	travail du frottenlent sera sensiblement celui des engrenages 
	1
	coniques ,nultiplié par . ô, ou : 
	Slll . 
	Slll . 
	1
	T r = (/Ł r Ł / .!_ + _!__ _ 
	1t
	1
	.2 cos. ô)

	11,r,!. ô' 
	V 
	2 
	2 
	n n' sin

	sin. ô étant toujours plus petit que 1, cette valeur du frottement est toujours plus grande que pour les engrenages coniques (indé-
	· pendainment de celui considérable qui se produit sur les collets 
	1 
	°
	des tourillons); poul' ô = 30sin. ô== ½ et . = 2. 
	Slll . 0 
	AXES A A'NGLE .DROIT, 
	AXES A A'NGLE .DROIT, 
	293. Vis sans fin. -Dans le cas particuJier où les dêux axes qui ne se rencontrent pas forn1ent un angle droit ou peu dif­férent d'un droite, la solution précédente ramène à un organe fréquen1ment e,nployé , représenté (fig. 25.S), composé d'une roue dentée dont les dents sont des développantes de cercle en­grenant avec une vis à filets rectangulairese, dite vis sans fin. Les dents de la roue et les plans inclinés de la surface héliçoï­
	dale servent à transmctt1--e le monvŁ ment d'un axe à l'autre; en général c'est la ,is qui conduit • 
	1

	•Je suppose que l'axe de )a vis soit vertical, l'axe de la roue se1·a hori-. zontal , et la roue, que nous suppo­serons un instant être un cercle ou
	Figure

	Fig. 255. 
	disque sans épaisseur, sera dans un vertical passant par l'axe de la vis. 
	plan 

	Ł96 LIVRE DEUXIÈME. Ce plan coupe la surface inféa·ieure de la vis (fig. 256) suivant plusieurs de ses génératrices, c'est-à-dire suivant des droites t,i,ni
	r,.' m'•...• et le cylindre sur lequel sont les hélices extrêmes de la vis suivant une génératrice rn m'• 
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	. 
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	Figure
	Fig. 266. 
	Regardons cette droite mm' comn1e la directrice d'une cré­maillère (système dont nous parlons plus loin), c'est-à-dire comn1e 111.-' fi-'... perpendiculaires à sa direction , et donnons à la roue des dents ayant pour profils des dévelop­pantes de cercle. 
	portant des flancs m p., 

	Si l'on fait tourner la vis dans le sens indiqué par la flèche, ses génératrices telles que b n, inférieures à am, viendront suc­cessivement se placer dans Je plan de la roue, et se trouveront en contact avec sa dent 1n 1n1 ; elles exerceront_ donc sur cette dent une pression de haut en bas, qui fera tourner la roue. 
	Quand la dent m ni a cessera d'être en prise, d'autres dents fonctionneront; de sorte que le mouvement continu de la vis produira un mouvement continu de la roue. 
	. Si le premier est régulier, le deuxième le sera aussi, car l'arc parcouru par un point "'• de la roue sera égal au segment inter­cepté sur la verticale mm' par deux positions de la roue mm,.Ce segm.cnt sera la distance, estimée verticalement, entre deux génératrices am, bn de la vis; or cette dfstance est proportion
	-
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	nelle à la rotation de la vis; donc la rotation de la roue sera elle-mêtne p1·oportionnelle à la rotation cle la vis, ou 
	. t,,' : <,> =lt : 2 -rr R , 
	hauteur du pas de la vis, R rayon de la roue; pour un tour 
	h 

	, 2r.R
	de la ,is ou o>' t, la roue aura tourne de ou d'une divi
	1
	= 
	h 
	-

	sion, celle-ci sera de longueur égale au pas de· la vis. 
	294. Nous avons supposé que la roue se réduisait à un simple cercle sans épaisseur; mais, dans la pratique, les dents devront avoir une certaine épaisseur, et leur face latérale, qui a pourbase la développante du cercle de la roue, ne peut pas être per­pendiculaire au plan de la roue, à cause de l'inc1inaison de la surface de la vis sous laquelle doit se loger la dent. Il faudra donner à cette face latérale une inclinaison sen1blable à celle de la surface de vis lors du contact, d'où résultera un contact su
	Supposons que la puissance soit une force P tangente à la cir­conférence du cylindre sur lequel est tracée l'hélice� extrême, c·est-à-dire à la circonférence qui a ani pour rayon; et la résis­tance une force Q qui s'exerce, suivant la génératrice du con­tact, en m, de bas en haut. Si l'on fait abstraction du frotte­ment, la relation entre la puissance et la résistance sera, pour ot = Q, ot étant l'angle que la tangente à l'hélice fait avec la direc­tion de la force P. 
	l'équilibre, comme sur le plan incliné, savoir P tang. 

	295. Q'uel que soit l'angle ot, on pourra toujours, en augmen­tant la force P, faire fonctionner le système. On peut considérer la dent de la roue comme une petite surface K (fig. 257) appli­quée sur la surface de la vis et poussée verticaletnent de bas en haut, et la vis comme un plan peu incliné qui ne peut avancer
	• 
	qu'en faisant descendre cette pièce K qui la presse, et qu'avec 
	une force saffisante on fera toujours descendre. Mais si l'on veut conduire la vis par la roue, il faudra que la 
	i98 LIVRE DEUXIÈME. 
	force verticale Q qui presse la petite surface K sur la surface DE de la vis comme sur un plan incliné, soit capable de pro­duire le glissement de cette surface sur le plan malgré le frot­tement. 
	J
	J
	Figure
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	Fig. 257. 
	Or nous savons que la condition du glissement d'un corps sur un plan, c'est que la direction de la force qui doit le produirefasse avec la normale au plan un angle plus grand que celui do frottement. Sur la figure, l'angle qne la verticale mQ fait avec la normale mN est égal à l'angle que la tangente à l'hélice, repré­sentée par DE, fait avec l'horizontale m I. 
	Il faut donc, pour que l'engrenage soit réciproque, c'est-à-dire pour que la roue puisse conduire la vis, que l'inclinaison de l'hé­lice sur le plan horizontal soit plus grande que l'angle de frotte­ment; ou en appelant/ le coeflicient de f1·otte1nent, que l'on ait 
	tang. et>/, ou > ; et comme Pf est la résistance due
	Q
	/
	Q 

	tang. a au frotte1nent, croissante avec Q, on aura toujours, si cette con­dition n'est pas remplie, P/+P tang. a>Q, quclld'que soit la valeu1· que l'on donne à Q.
	Cette pt·opriété est fréquem1nent utilisée dans la pratique; presque toujou1·s la vis conduit le pignon, ta-µdis que celui-ci ne peut conduire la vis à cause de la faible inclinaison des filets. Elle permet d'employer avec sécurité cette transmission •de mouvement dans les machines à élever les fardeaux, par exem­ple, parce qu'on est sûr que les poids soulevés ne pourront re
	-
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	descendre d'eux.-mên1es, et en général pour éviter les réactions d'une résistance considé1·able sui· une puissance bien moindre qui détermine un petit mouven1ent. 
	Lorsqu'au contraire on veut que la 1·oue puisse mener la vis, il faut donner au filet une grande inclinaison qui ne peut être moincb·e de 45, et qu'on fait souvent plus grande. La vis a alors plusieurs fil_ets et chaque tom· de la vis fait tourner la roue d'un nombre de dents égal à celui des filets. Ce dispositü est quelque­fois e1nployé pour les régulateurs à ailettes des grosses horloges.
	°

	296. l'rottement. -La vis et la roue dentée donnant exacte­ment en coupe le système dit crérnaillère, que nous allons bientôt étudier, on peut prendre comme dans ce cas pour effort moyen 
	du frottement fQ
	-

	JŁQ 
	=

	2ŁR 
	puisque a= --= 
	, 

	n 
	pas de la 
	h 

	2 R 
	n 
	vis. Le chemin parcouru par ce frottement pour une division 
	a 
	n'est plus a mais l . , ex étant l'angle de l'hélice avec 
	= 

	Slll. ex. 
	Slll. ex. 
	1
	l'axe. Le travail pour une division devient/Q . ,et pour un 
	a 

	. 0t 
	n Slil

	tour (en remplaçant a par 2 it R, et comme QX 2it R = 'fr), égal 
	1
	à/n Tr . , quantité dont la valeur est d'autant plus grande 
	SlD. ex 
	1 
	que ex est moindre, étant une quantité plus grande que 1,
	. 

	sin. ex 
	puisque sin. ex est toujours pl us petit que 1. 
	On voit que ce système est peu p1·oprc à transmettre de grandesforces, et qu'il s'y produit un f1·otten1ent qui occasionne une perte de travail considérable. 
	297. Vis tangente. -On emploie assez fréquemment une dis­position désignée sous le nom de vis tangente, qui diffère de Ja vis sans fin en ce que les dents de la roue sont remplacées pardes su1·faces enveloppes, en contact avec le filet de la vis suivant une ligne continue, sur toute la largeur de la couronne cy•lindrique. 
	Dans cette disposition la denture du pignon, au lieu d'être 
	Ll\'IIH
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	llmlté,,n\érleun,men!paruneosurral:"eocJllndliquedroite,iw,oler• mlnc par une gorge CJllndrique qui fpoo58 la ror,ne de la ,·t,, ... u1ofln. 
	Si ron consid�reunplao "'"l)erptodic"l•ireàl"ucdupignoo, li fflOpeta le Illet h<'liçoldnl, dont la gén�r;'l!ion n"c1t d"•illcu .. nullcmentomodifü!e,sui,antouneoeourl..,oqueol"uuopourralto1ou­laog<!omttrleod....,rlpU.e. 
	jou"' Mtermlner par poi11t, ,ocec...ir. ou l!IOJCn des m<'lbndes de 

	Figure
	Relathtn>ent .tee pl•n "'", 5ltu� d"•llleuro d"uue maulb-c qutlconquco1uroloolar11eurototnleo,luoplg,oon,œtteocourbeoernlt luodcotod"ooeocn'mallli'redestlr)ileoJta�lrocontreolacourbeoll,,oA l"n,e du pi�non et dans le plan"'"o· Cette e<>url>e d<J,·roit ftre rcn,·eloppe de la premli,n,, et 1� '"'rie d<l .-ourbes t1emblables dé­lerml1>eult !a surfa"" �"'"'be des denbt du 1,lgnon. 
	SansquïlosoltoŁludcororourlràdelonc-.otraeésodlfflcHM,11 est un moJen d"cûcution qui perrnet d"ol,tcnlr raŁllemeut la dentun, du pignon. Nous ,erron, plus loin comment M. 011,-Łr 
	•!'l'nértolioioetoétcndu ""tteorno!thOOe,etomonlréocomm<,nliloen mYllllltodcs formes ,u.eeptiblesdco.._u,ralrc.totoutc. le. oondl­Uoo•d""o•ni;,.,na�"'o· 
	\plffa,·olroe,ttotéo111rlcotourleodi,gw,.io,dan1oleqoel 
	doinDloŁreodkoup,!ei;lc.o1urfaœsogRu•hesquïlo•'agltod"obtenir, 
	,
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	on installe ce disque sut· un axe pouvant tourner libre1Ł1ent et perpendiculaire à l'axe de la vis sans fin. 
	Une vis sans fin, en acier trempé, pareille à celle qui doit me­ner le pignon que l'on veut produire et montée sur un axe, inva­riablement maintenue dans le plan qui divise en deux partieségales la denture gauche, est placée de telle façon que le filet saillant de la vis, entaillée pa1·allèlement à l'axe pour pouvoir couper, pt·esse fortement cont1·e la gorge du disque0fait alors tourner la vis d'une n1anière continue, et son filet se fraye un passàge dans cette gorge. On continue la rotation de la vis en r
	. 
	!1 

	Si l'on réfléchit que la vis en travail imprime nécessairement au pignon é1u'elle découpe un mouvement de rotation, en 1nême temps qu'elle fait son passage propre dans l'épaisseur de ce dis­que, on comprendra qu'ap1·ès avoir prolongé suffisamment le travail dans les conditions expliquées, le filet de vis doit arriver à se loger dans l'entaille qu'il pratique jusqu'à ce que son noyau vienne s'appliquer contre la ·gorge du disque, les parois 4e l'en­taille ayant pris successivement la forme exacte des surface
	Quand le pignon est achevé, la vis tailleuse est remplacée parla vis semblable destinée à conduire le pignon obtenu. 
	Il est bon de remarquer que la première impression de la vis tailleuse sur le contour du pignon marque des divisions plus nombreuses que ne se1·ont les divisions définitives, lorsqu'elle 
	.
	travaillera sur une partie du pignon moins éloignée du centre , 
	lorsqu'elle aura pénétré dans celui-ci. Il faudrait commencer le 
	travail avec une vis semblable à celle qui doit le _terminer, sauf 
	que le pas serait plus grand de la quantité dont nous venons de 
	parler. 
	• 

	C'est surtout dans les machines à diviser qu'on emploie
	vis tangentes. Comme il i1nporte alors d'avoir beaucoup
	les 

	dents en prise avec la vis, à filet triangulaire ou filet carré 
	de 

	Ll\'J'IRoll[U'iltllP.. 
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	passage aux dents de la roue sous leurs diverses inclinaisons, en remarquant qu'il doit y avoir au moins deux dents en prise. En prenant cette précaution, Je mouven1ent peut conserver une régu
	-

	lar-ité suffisante 1nais non absolue, car poor un inênie monve1nent angulait·e de la spiraleo, .le mouvement de la roue dentée varie suivant la partie de la spirale où la dent de la roue est engagée; mais la vitesse moyenne peut être suffisamment régu­lière pour la pratique. En un tour du plateau une dent aura avancé de l'intervalle qui sépare deux rainures ou d'une division de la roue. 
	-

	Les dents de la roue étant des fuseaux cylindriques, les côtés de la saillie sur lesquels agissent les dents doivent appartenir à une surface engendrée par une droite reposant sur un point de la spirale, et passant par le centre de la roue à fuseau quand ce point de la spit·ale passe dans le plan 1noyen de celle-ci. Elles appartiendront donc à une surface réglée dont la spirale sera la directrreeo, et dont les génératrices seront inclinées en raison de la grandeur de la spirale et du diamètre de la roue à f
	pour1·a avoir lieu. suivant une ligne. 
	Ce systèmeo, bien que d'une autre nature que la vis sans fin, 
	en provient en ce que la spirale d'Archimède a quelque abalogie 
	avec l'l;iélice; elle est engendréedans un plan comme celle-cior
	e-

	lative1nent aux génératrices d'un cylindre, car l'outil qui la 
	trace doit progresser d'une quantité constante pour une même 
	rotation. 
	Le frottement sera considét'able dans un semblable système, 
	. . 
	parce que pour chaque tour de .la spiraleo, faisant tourner la 
	roue dentée d'une division, le �hemin parcouru par le-frot­
	tement sera égal au développement de toute fa spirale. Cet ap­
	pareil ne saurait donc servir ·pour transmettre des efforts con­
	sidérables. 
	299. Emploi de la vis sans fin 'et de la spirale. -La vis sans fin et la spirale jouissent toutes deux de la propriété de faire avancer dŁuue division se&lement les dents de la roue pour un 
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	tour entier de la vis ou du plateau. Cette propriété les rend très­propres à être utilisées sin1ultanément dans les compteurs dont la constructiôn repose sur l'emploi de systè1nes qui permettent d'obtenir un très-petit no1nbre de tours d'un axe pour un nom­bre très-grand de tours d'un autre axe. 
	M. Saladin de l\lulhouse a co1nbiné le double emploi de ces systèmes pour simplifier la construction cle ces compteurs. A cet effet, il e1nploie une roue servant à la fois comme roue dentée d'un systèn1e et comme vis sans fin, ou comme plateau portant une spirale d'un autre système.
	En principe, une roue de 50 dents, par exemple, avançantd'une division pour un tour d'un arbre portant une vis sans fin, ou faisant un tour pour so du premier, agira de 1nême si sa face est entaillée en spirale sur la roue dentée d'un troisièn1e axe. Si cette roue porte encore 50 dents, sonaxe ne tournera que d'un tour pour 50 tours de la première roue dentée ou de 50 X 50 = 2500 tours du premier axe dont il s'agit d'enre­gistrer les révolutions. 
	. 

	300. Autres compteurs. La vis sans fin exige, .comme les engrenages, qu'on laisse un jeu variable à la roue qui engrène avec la vis, mais il est à rema1·quer qu'on a fait de ce jeu un moyen-curieux de construction de compteurs, au moyen de roues dentées et de vis sans fin, que nous devons signale1· ici. Cette 
	-

	const1·uction repose sur l'emploi de deux roues 
	A
	qui diffèrent non en diamètre, mais par leur 
	1J 
	1J 
	1J 
	C 

	A

	nombre de dents. 
	Dd est un axe fixe (fig. 261), B une roue tour-' 
	nc::=1 
	o
	Ô!

	'
	'
	nant autour de cet axe, C une seconde roue de 

	même diamèt1·e tournant librement sur l'axeDd. A est une vis sans fin qui engrène avec les deux V 
	l 
	roues. Fig. 261. 
	roues. Fig. 261. 
	Si celles-ci ont le n1ême nombre de dents, el!es se meuvent com1ne une seule pièce ; mais si l'une a une ou deux dents de plus ou de moins que l'autre ( différence c1ui répa1·tie égalementchange seulement le jeu, et n'e1npêche pas l'action de la vis), les 
	-

	• 
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	rotations des deux roues seront différentes, car, comme les ré­volutions de la vis font traverser au plan des centres le même nombre de dents de chaque roue dans le même temps, il faut que, quand l'une d'elles a fait une révolution complète, l'autr.e ait fait plus ou n1oins d'une révolution, en raison du nombre des dents 1nanquantes ou excédantes
	. 

	B a N dents, C en a N+m; pour un tour de )a pt·e1nière il passera N dents de chacnne ces roues à travers le plan des cen­tres, et la différence des deux rotations, la rotation relative de la roue C sera N+1n-N =m. 
	Cette disposition est employée pou1· co1npter les révolutions d'un axe, en attachant une aiguille b à l'axe de B, et en traçant un cadran sur la face de C. Cette aiguille B 1narche très-lenteŁ ment par rapport à C, et peut par suite enregistrer un grandnombre de tours de A. Si, par exemple, Ba 100 dents et C 101, l'aiguille fait le tout· du cadran pour le passage de 100 X 101 dents des deux roues à travers Je plan des centres, ou pour 1 o,1 oo tours de la vis. 
	·
	-

	, , 
	' 


	ENGRENAGES TA.tLLES PAR UNE VIS ET SON ECROU. 
	ENGRENAGES TA.tLLES PAR UNE VIS ET SON ECROU. 
	Nous ter1ninerons la théorie des engrenages pat· l'indication d'un curieux systèn1e auquel l'étude de leur théorie générale a conduit M. Olivier, et qui est une généralisation du systè1ne de la vis tangente (art. 296). 
	Nous allons d'abord résumer, d'après lui, à un point de vue très-général, la théorie des eng1·enages. 
	301. Concevons deux axes A et A., placés arbit1·ah·e1nent dans l'espace l'un par rapport à l'autre (fig. 262) (1). Ayant const1·uit les cercles prhnitifs C et C, , imaginons un plan Q de positionarbitrai1·e dans l'espace, 1nais passant pa1· le point x commun aux deux cercles, et traçons dans ce plan Q un cercle D, passantr ce n1ême point x, mais ayant pour centre un point quel-
	pa

	( t) Cette théorie est extraite de l'ouvrage de �f. Olivier, Tltéorie géo1né­trique des engrenages. 
	20 
	LIVRE DEUXIÈ\\IE. 
	conque b du plan Q; imaginons enfin un axe B passant par le centre b du cercle D, et perpendiculaire au plan Qde ce cercle. 
	Figure
	Fig. 262. 
	Cela fait, enroulons un fil sur le cercle du point/ jusqu'aupoint x, puis sur le cercle Ddu point x au point K. 
	Enroulons un second fil sut· le cercle C, du point/, jusqu'au point x, puis sur le cercle D du point x au point K. 
	Il est évident que si je fais tourner le cercle D autour de son axe B dans le sens indiqué par la flèche a2, les axes A et A,tourneront sur eux-mêmes avec les vitesses convenables v et :V,; rouleront l'un sur l'autre en tournant, le premier dans le sens indiqué par la flèche a, et le second dans le sens indiqué par la flèche a,. Et ces cercles rouleront directement l'un sur l'autre, s'ils ont même tangente au point x, et rouleront angulaireme·nt l'un sur l'autre, s'ils ont en ce point x des tangentes différ
	"
	à-; en même temps que la surface Ł se mouvra dans l'espace, 
	1 
	t,

	entraînée qu'elle est par Je cercle D. 
	Et si ron considère la surface I comme outil, cet outil I fera 
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	successivement son logement, soit dans la 1nasse �f, soit dans la 1nasse M.e; ces logements successifs qoe l'on obtienda en fai­sant mouvoh· le cercle D formeront une surface(}) fixée à l'axe A, et une surface 4>. tixée à l'axe A,, et ces deux surfaces enve­loppes, qui évide1nment auront l'une et l'autre la surface l: pour enveloppée cotnmune, seront telles, que suppl'imant le cercle D et Ja surface l:, elles se conduiront uniforn1ément. 
	r

	La surface l: se met à chaque instant du 1nouvement en con­tact avec la surface <I>, par une caractéristique ç, et cette sur­face l: se 1net aussi à chaque instant du mouvement en contact avec Ja surface <I>, par une cat·actéristique ;, ; en général les courbes ç et ç, seront des lignes différentes et distinctes, et comme elles sont toutes deux tracées sur la surface �, en géné­ral, elles se couperont en un point; par conséquent, d'après ce mode de construction, on peut dire que les dents de l'engrenage ne 
	Ces engrenages sont dits de précision, et l'on voit qu'ils de­
	viennent de force, dans le cas particulier qui n'est autre que le 
	mode de solution employé jusqu'ici, lorsque l'on suppose que le 
	cercle D se confond avec l'un des cercles C ou C,. :. 
	De cette théorie tout à fait générale, nous pouvons descendre 
	aux cas particuliers, car la surface :I pouvant être une surface 
	quelconque, on peut prendre pour surface l: un plan x., et dès 
	lors comme l'enveloppe de l'espace parcouru par un plan est 
	toujours une surface développable, les deux surfaces et> et cf>. 
	seront développables, et dès lors d'une constt·uction plus facile 
	dans la pratique. 
	Le plan Q, sur lequel est trucé le cercle D, peut faire avec le 
	plan du cercle· C, un angle arbitraire ri, et en mên1e temps la 
	trace de ce plan Q sut· le plan du cercle C peut fait·e avec le 
	rayon o x de ce cercle C un nngle arbitraire 6; on peut donner 
	à chacun des angles a et Ł, suivant que l'on considère l'un des 
	trois cas axes parallèles, axes qui se cottpent, axes non situés dans 
	un même plan, une valeur particulière et telle qu'elle amène des 
	simplifications dans Ja construction pratique de l'engrenage. 
	20. 
	• 
	LIVRE DEUXIÈlfE. 
	On peut en dire autant du cercle D, ca1· on peut prendt·e son centre b partout où l'on veut sui· le plan Q, on pourra donc lui donner une position particulière et telle qu'elle permette avec plus de silnplicité l'épure qui doit servit· à construire le 1·el-ief. 
	•;
	Figure
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	Fig. 263. 
	On peut aussi tt·acer le cercle D avec un rayon plus ou moins grand, le rayon du cercle D peut même être infini, et dès lors ce cercle devient une ligne droite L ( fig. 263) passant par le point x, et pouvant avoir dans l'espace une position arbitraire par rapport aux axes A et A1 . C'est ce que nous snpposerons dans ce qui va suivre. 
	302. De l'exécution mécanique d'un nouveau genre d'engre­nage. -Nous allons voir com1nent la considération d'une sur­face, qui par ses deux enveloppées détermine les formes des dents, va nous permettre de construire un genre tout nouveau d'eng1·enage auquel il eût été bien difficile d'arriver par toute autt·e considération. Etant donnés l'axe A et l'axe A. leur plus 
	cou1·te distance l, et la droite L faisant un angle � avec l'axe A, concevons qu'une surface l:, s'étant 1nue parallèlen1ent à elle­même le long de la droite L, ait pris les positions���" �"équidistantes entre elles; la distance entre deux positions étant 1nesurée parallèlement à la droite et égale à une quantité h. 
	' 
	' 

	Le cercle C de rayon p aura sa circonférence 2 1t pégale à m k, et nous supposerons que h soit tel que ni se trouve un non1bre entier. 
	Cela posé, chaque s1!rfnee :! Ł'"Y..""!"' cnQ:Łl;.è!·c-:a une sul'facc 
	V 
	,,. 
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	enveloppe «I> <I>' <I�" 4>'" dans le mouvement déjà décrit, et l'on 111, surfaces enveloppes placées sui· le contout· du cer­cle Cet angulairement équidistantes. 
	aura ainsi 

	Le cercle C,, du rayon p,, aura sa circonférence 2 1t p, égale 
	V,
	p 

	, nh , et ,n sera un non1bre entier, en adtnettant que --
	a
	-

	, -v 
	, -v 
	p

	soit un nombre com1nensurable. 

	Cela posé, chaque surface l: !! !." !.'", engend1·era de même une surface enveloppe <l>, (J>,' <l>, ", et l'on aura ainsi n surfaces enveloppes placées sur le pourtou1· du cercle C,, et angulaire­ment équidistantes. 
	Et si nous admettons que le s,ystème étant en repos, les cou• pies de surfaces cJ.> et cf>, , et>' et <I> ,', <I> et <1•", se trouvent en con­tact, il s'ensuivra qu'en faisant n1ouvoir les axes A et A, avec les vitesses respectives V et V, les surfaces <I> et ()), , 4> et <l> /, <1>" et tl>, 11, se conduiront uniformé1nent en restant en contact pendant un trajet plus ou moins long, et que lorsque et> et (J>, se quitteront (immédiatement ap1·ès, ou un peu après, ou un ueu avant, suivant la longueur du trajet
	. 
	7 

	On voit évidemment que nous obtenons ainsi un véritable en­
	g,·enage composé de deux roues dentées et dans lequel les deux 
	axes ne sont pas situés dans le même plan. 
	Il s'agit de réaliser ces conceptions théo1·iques. 
	Pour cela il faut ren1arquer que si nous engendrons la surface <I> au n1oyen d'un outil V terminé par la face convexe de la sur­face .I (supposée jusqu'icisans épaisseur), nous devrons engen­
	.
	drer la surface <1>, au moyen d'un outil V1, ter1niné par la face 
	l:; en d'autres termes, l'outil V sera l'épreuve dont 
	concave.de 

	sera la contre-épreuve, ou l'outil V sera le relief dont 
	l'outil V
	I 

	I sera le creux . 
	l'outil V

	. La vis et l'écrou de cette vis nous offrent dans les arts les seuls 
	outils dans lesquels ces deux surfaces se rencontrent; la vis 
	triangulaire notamment va nous foutnir une solution facile. 
	LIVRE DEUXIÈl\fE. 
	Nous placerons l'axe de la vis V dans la dh·ection d.e la droite L, et cette vis V taillera sur le pourtour de la rondelle les di­verses surfaces {,() •I>' <I>" <I>'". Ensuite nous placerons l'axe de l'écrou dans la direction de la droite I.. , et cet écrou V, taillera 1 les diverses sur­faces <I>, <I>,,<I>, ", <I>, '". 
	sur le pourtour de Ja rondelle cylindrique C 
	'

	303. En eft'et une vis se trouve composée d'un certain nombre de spires équidistantes entre elles; de plus, nous savons par Ja pratique des arts, qu'une vis triangulaire, transformée en un outil propre à tailler, dit taraud, au moyen d' entailles faites sur les surfaces supérieures et inférieures de chaque filet, taille par­faitement une rondelle métallique: c'est par ce moyen que l'on construit l'engrenage àvis sans fin. 
	De plus, on sait que pour que la vis puisse tailler Ja rondelle, il n'est pas nécessaire que l'axe A de la rondelle et l'axe de la vis soient à angle droit; ces deux axes peuvent faire entre eux un angle aigu. Seulement il faudrait, par l'expérience, déterminer la �imite de l'angle aigu sous lequel la vis peut encore tailler avec facilité, car il est clair que lorsque l'axe de la vis est pa­rallèle à l'axe A de la rondelle, celle-ci ne peut plus être taillée 
	·

	par la vis. 
	• 

	Voyons n1aintenant à nous servir de l'écrou de la vis pourdenter la rondelle. 
	Si le diamètre de C1 est plus grand que le diamètre de l'écrou, il faudra évider la rondelle C, et lui donner la forme d'un an­neau; ensuite envelopper cet anneau par J' écrou, et en pressant l'écrou contre la surface extérieure de cet anneau, on parviendra à tailler et den ter cette surface extérieure. 
	Il faudra ensuite monter l'anneau sur l'axe Apour former la roue C,. Ct>tte opération auxiliaire est évidem1nent inutile si le diamètre de la rondelle est plus petit que le diamètre intérieur de l'écrou. Le rayon de la rondelle C, devra être égal à p, +i,.21t p1 étant égal à n,n étant le nombre de dents que la roue C, doit porter, k le pas du filet de récrou, et 2 i la profondeur de ce filet. 
	h
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	304. L'exécution mécanique de cette idée constituera une ma­chine nouvelle et destinée à tailler un engrenage; l'une des roues dentée au moyen d'un vis triangulaire, l'autre roue étant dentée au n1oyen de l'écrou de cette vis. 
	étant 

	Evidemment l'exécution d'une telle machine est possible ( 1 ). 
	Examinons maintenant comment on devra mettre en présence roues Cet C., taillées et dentoos au moyen de cette machine, pour former un engrenage. 
	les 

	L'axe de la vis pourra faire avec A de la rondelle à tailler C 
	. . 
	un angle arbitraire ex. Cet ang1e une fois choisi, l'axe de l'écrou 
	devra faire avec l'axe A. de la rondelle à dent c. un angle égal à( « -6), S étant l'angle que les deux axes A et A, doivent faire entre eux. 
	Ainsi les deux axes devant être parallèles, l'angle 6 sera nul, et l'axe de l'écrou devra faire avec l'axe A, le même anglea« que l'axe de la vis fait avoo l'axe A. 
	On pourra donc construire un engrenage extérieur composé de deux roues dentées et aptes à transmettt·e le mouvement de rotation entre deux axes parallèles, ou entre deux axes faisant entre eux un angle 6, lequel pourra varier de o à 90. •. 
	° 

	On voit aussi qu'ayant construit une roue dentée C, on pourra C, de rayons différents, ou, en d'autres termes, portant un nombre s un nombre m, s A} ne soient passitués dans un même plan avec l'axe A de la 1·oue centrale C, et telles encore_.que les axes Ł et A, faisant un angle 6,; A et A
	disposer autour de cette roue une suite de pignons C, C
	:a 
	3 
	différent de dents; ainsi C, un nombre m, , C
	2 
	Ca un nombre m3, tels que leurs axes A,, A
	2 

	. . 
	; A et Ai, un angle 63, les angles g, 6, Ł3 étant égaux 
	un angle 6
	:a 

	ou inégaux. 
	· 
	305. Nous obtenons donc ainsi un engrenage dans lequel une roue dentée C pourra conduire en même temps une roue dentée conique C, , une roue dentée cylindrique .C, , et une roùe dentée 
	{f) On peut voir cette machine au Conservatoire des Arts et Métiers , pour principes. 
	lequel M. Oli,-ier.ra fait exécuter d'après ces 
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	hyperboloïdique C3, car tout ce que nous avons dit est indépen­dant des positions particulières des axes et tout à fait général.Dans ce système : 1 l'axe A, de laroue conique C, pourra couper l'axe .A. de la roue C, sous un angle variable et en un point va­riable; 2l'axe A, de la roue cylind1'ique C2 ne pourra pas être plus ou moins éloigné ou rapproché de l'axe A de la roue C;1nais, 3l'axe A3 de la roue hyperboloïdique C3 pourra être plusou in.oins rapproché ou éloigné de l'axe A et de la roue C, et poul'r
	° 
	° 
	° 
	Ł
	-

	On doit ajouter que . les variations qui peuvent avoir lieu 1° quant à l'amplitude des angles que ces actes peuvent faire entre eux , et 2qnant à la grandeur de la plus courte distance qui peut existel' entre ces mèines axes, ne peuvent avoir lieu qu'entre certaines lhnites; n1ais quelque restreintes que ces limites puissent êtt·e, suivant les cas particuliers, les variations per1nises otrriront toujours, dans la pratique, une g1·ande facilité pour la pose des axes et la disposit-ion des mécanisn1es. 
	° 

	Rema1·quons enco.-e que ces engrenages sont à l'etour. En effet, le filet de vis étant terminé par deux surfaces, si nous désignonsla nappe supérieure par I et la nappe inférieure par �, les di­verses spires I�' I" donne1·ont naissance, sur la rondelle; aux (}>", et les spires I. I.' !.aux surfaces enveloppes Il, Il', Il". Co1n1ne il en sera de même de la roue dentée au 1noyen de l'écrou, suivant le sens du mouvement, ce se1·ont les surfaces cl>, <l>', <I>" ou Jes surfaces Il, Il', U" qui agiront,mais toujo
	surfaces envelop1Jes '1>, <1>' 
	11 

	306. Engrenage intérieur. -A première vue, il semblerait que l'engrenage intérieur doit être constl'uit par les mêpies p1·0cédés mécaniques que ceux au 1noyen desquels.rengrenage exté
	-
	-
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	a été obtenu, et qu'ainsi il suffîra de den ter la surface intérieure de l'anneau au n10,ren de l'écrou, ainsi qu'on avait denté sa surface extérieu1·e lorsqu'on voulait obtenir l'engrenage • extérieur. 
	rieur 

	crou ne pourrait taille•: des dents; car à inesure qu'il travaille­rait et qu'on l'enfoncerait dans l'anneau, il détruirait le travail précédent, et, en définitive, on n'obtiendrait qu'une surface cy­lindrique concave et non pas une suite de dents. Un exemple très-simple peut faire concevoir qu'il doit en effet en être ainsi. 
	Mais avec un peu de réflexion, on voit que dans ce cas, l'é­
	/ 

	. Supposons que l'on veuille construire en relief deux surfaces cylindriques, l'une convexe et l'autre concave. On pourra tou­jours considérer la su1·face convexe con1me l'enveloppe d'un outil plan d'une largeur arbitraire; mais la surface concave ne pourra être considérée que comme l'enveloppe d'un outil plan d'une largeur infiniment petite, en d'autres termes, que comn1e en­gendrée par une ligne droite. De sorte que si la surface con­cave ne peut pas êtt·e engendrée mécaniquement par une ligne droite, et 
	.
	cette surface pour obtenit· la surface concaye 

	Tel est, en effet, le moyen qu'il faudra employer pour obtenir l'engrenage intérieur destiné à transmettre le mouvement de ro­tation entre deux axes non situés dans le même plan, du mo­ment qn' on veut employer comme outils une vis triangulaire et 
	' 
	son ecrou. 
	Il est •évident que si l'écrou ou la vis, en travaillant la sùrface intéa·ieore d'un anneau, pouvaient denter cette surface, la forme de la surface de la dent obtenue serait la face concave de la sur­face cf>, ou 4>, dont on obtient la surface convexe enedentant la surface extérieure du même anneau au moyen de l'écrou ou de la vis. 
	On devra donc, pour construire l'engrenage intérieur, em-· ployer l'un des procédés suivants : 
	LIVRE DEUXIÈME. 
	1 ° Den ter la surface extérieure de la petite roue intérieure C au moyen de la vis; puis denter la surface extérieure de la roue Cau moyen de l'écrou, tout comme si l'on voulait exécuter un engrenage extérieur; et enfin prendre la contre-épreuve C,de la roue C,; retourner sens dessus dessous la roue C:i et la présenter à la roue C ; 
	1 

	. 2° Ou denter la surface extérieure de la petite roue intérieure C au moyen de l'écrou; puis denter la surface extérieure de la roue C. au moyen de la vis; prendre la contre-épreuve C2 de la roue C. ; retourner sens dessus dessous la roue C2 et la présenter à la roue C. 
	Ce retournement est évidemment nécessaire, puisque la sur­face des dents prend naissance autour d'une roue dentée, obte­nue en faisant tournet· de 180la roue intérieure autour de l'axe de la vis (c'est à cela que revient la construction indiquée). Il faudra donc 1·épéter en sens inverse cette opération en retour­nant la roue. 
	° 

	307. 
	307. 
	307. 
	Si apl'ès avoir denté une roue C au moyen d'une vis V, on suppose que la vis V tourne sur son axe B, elle entraînera la roue dentée Cet la forcera à tourner autour de son axe A; on aura alors l'engrenage à vis sans fin, la lis tangente ·donnée plus haut; les angles des deux axes pourront différer d'un angle droit. 

	308. 
	308. 
	Du frottement dans cet engrenage. -Les dents sontcomme nous l'avons dit, toujours en contact pal' un point dans le système d'engrenage qui vient d'être décrit. Ce sont donc des engrenages de précision et non de force, se touchant par une ligne.
	,



	Le frottement développé par le travail de l'engrenage sera un frottement de glissement an9ulaire, lorsque les axes A et A. ne seront pas situés dans un même plan , et feront entre eux un. angle b plus ou 1noins aigu, et un frottenient de glissement di._ rect, lorsque les axes A et A, seront parallèles .ou se couperontsous un angle e aigu ou droit; en d'autres termes, lorsque ces deux axes seront situés dans le même plan.
	Le frottement ne sera pas de 1·oulement, car les conditions 
	• Fig. 264. \ ... 
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	pour que le frott�1nent soit de cette nature ne sont pas satis­faites. 
	ORGANES AGISSANT A L'AIDE D'INTERMÉDIAIRES FLEXIBLES. 
	ORGANES AGISSANT A L'AIDE D'INTERMÉDIAIRES FLEXIBLES. 
	309. Les courroies servent à transmettre le mouvement dans 
	un rapport de vitesse constant entre deux axes disposés d'une manière quelconque dans l'espace. Nous avons vu la disposition qui convenait dans le cas de deux axes parallèles; elle convien­drait évidemment encore dans le cas d'une disposition quel­conque des axes, si les courroies pouvaient passer duplan d'une poulie perpendiculaire à l'un des axes à celui d'une deuxième poulie· disposée sen1blablement pour l'autre axe, sans échapper, quand l'obliquité de la traction devient sensible, de la gorge des poulie
	310. Ainsi une courroie exerçant son action suivant la ligneA/ (fig . .264) , si l'on veut que cette action se continue sivant une ligne Bq, disposée d'une n1anière quelconque dans l'espace,
	Ł

	pa1· rapport à .A./; il suffira de joindre 
	/ deux points / et g, et dans les deux 
	.

	plans A/ g, B gf de placer aux points 
	/et gdeux poulies-guides. Il est clair 
	que la courroie, suivant Ja direction 
	_A./ gB transmettra son action de A/ 
	en B y; les deux brins sortant de cha­
	que poulie seront toujours dans le plan 
	\ de celle-ci, et, par suite, ne tendront nullement à l'abandonner .e.
	' 
	Il est, d'après cela, toujours facile de transmettre, à l'aide 
	d'une courroie sans fin, le mouveinent entre deux axes disposésd'unr. manière quelconque dans l'espace.
	Adoptons perpendiculairement à chacun des deux axes deux 
	LI\ IŒ M:ux1t:111i. 
	eerclOi (fig. 26Ł ·, Joui !01 raŁonŁ llôient J,iu5 le rapport don ni; Jes ,11,,...s;. Soit erlla lli;;oe dïu\cr· 
	..e,;:\iondcoop\.,,.sdeeesdcu>. ttrel••, , 
	pr,mcz ,or reuc liŁ11e deux point., r 
	pr,mcz ,or reuc liŁ11e deux point., r 
	•

	d d, et de thaŁon de ees poml!, Ł
	cr,
	mcoe>.uneotani;entc n d1aqncoJ>Olllic. 
	L'Łtl!;eniblc tcgAdj intli<l"Łra la di•· ·· "J" 
	pœitionquooodenadomicrà,mecour-
	pœitionquooodenadomicrà,mecour-
	,!

	roiŁ.,,,,,n,,, qui n'épromerao,1ucdcs . , 
	tra,,Uonstoujounoexer-ekodaosleplnn desopo11lles,opour1,uoqu'o"oJ'laccoencocl 1 A,
	1 

	Łoodde,u poullci•gulde<,ol"uoedausle pland/A, l"nutredan•leplnnrg,. 
	lloesto�lairocnron:qo'enop�n•lllop<>urouncd<llopoullesolesotan­gcntœmcomdcsdeux polui. <eld, autresqucc,,II01lndlqufus ""'P"ndant 
	M1rl•oB11nn:,onochnngcr11it:co11e,,.duomounmcntdorneoror­

	•ible, il fllutoprcndro 1,01ir point ded(-p11rt, au lleu d"nocinter­...,tlon q<1ckon<[l't de pln11• 1-erpcndkula\,..,. nux deux nes, leur pl11Scourt�di;t1u,œ. 
	Figure
	So!1o0ZoIRopro1""tlondco,..,tlcopl111<>0urtedistnneeosuruuoplmu mené I''" lœ l)\au1 \ et Il dcs ,·,wrouoes plac..-es il La dl>llluœ 
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	la plus convenable des points de rencontre de cette ligne avec les deux axes, il suffira, pour que le systè1ne soit complet, de placer deux poulies-guides en deux points E et F de la ligne OZ, dont les plateaux seront dans les plans déte1·mints par les tangentes EA, EB et FD, FC. 
	Si les plans des couronnes sont réciproquement tangents aux contours de celles-ci, et l'on peut toujours obtenir cette positionpou1· des axes qui ne se rencontrent pas en faisant glisser une des poulies sur son axe, il n'est pins nécessait·e, en général, d'em­ployer des poulies-guides, la courroie ne tendant à abandonner la poulie que par une action oblique à l'arrivée sur la poulie, y étant maintenue par le frottement, 1uais non par une semblable action à la séparation; il se produit une torsion à laquelle
	312. Organes agissant à l'aide d'intermédiaires rigides. 
	-

	Nous avons dit que la bielle ne pouvait servir. à transn1ettre des rotations dans un rapport de vitesse constant, qu' autant qu · elle reste toujours pa1·allèle à la ligne des cent1·es, c'est-à-dire que les bras des manivelles soient égaux et les axes parallèles. Nous allons bientôt rencontrer la bielle appliquée à trans(l\ettre le mouveinent circulaire continu entre des axes non parallèles, et nous vérifierons que la condition de parallélisn1e n'étant pas satisfaite, le rapport des vitesses est alors varia
	II. Axes non parallèles. 

	RAPPORT DE VITESSE VA RI ABLE. 
	RAPPORT DE VITESSE VA RI ABLE. 
	313. La t1·ansmission du mouvement entre deux axes non parallèles offre des difficultés plus g1·andes dans la pratique, lorsque le rapport des vitesses est variable suivant une loi don­née, que lorsqu'il est constant. Déjà, dans ce cas, nous avons vu qu'on était obligé d'abandonner la solution théorique, à cause de la difficulté de son application. A plus forte raison dans le cas qui nous occupe en sera-t-il ainsi, et trouvera-t-on avantageà substituer à la solution directe, prenant son point de départ 
	Ll\'RF. !)ECXtet:\IE. 
	dans deux surfaces eonlqoœou "'gl<'n, d�termlnhs en ral!oOII du rapport oos ,·itcss,,11, ttlle nbtenuc Il l'aideed"un organe intcnné­diaire, en mmenant le problèmo Il la oommunk11.tion do ,nou­•·ement eritre deux a.\C!! parHUèl..,.eIITalded'une roued"angle; ainsi nousn"auron�eprusit 11onse<'tt.ndrobcauoonpe1urleeaseoctuel 
	114. 1• .4.ru qui,Ł r,rntontrtnt. -Si l'on t,a.-.,, daos deux plaos perpendieu\aire,i aol ,\eux ax"'I, <lenl elllp,es se touchant en un point et aŁ·•rnt le, ue,i pour Łentres, qui ,w, mèneraient p3.reroulcrncntesuh"antleerapportdee,·lt-•·011h1;que,deeplu1, onedécrh·eele.deuxecôue:1e11Ł-antepoureb:t!!eeeesedruxeclliŁ,ect poursommctloepolntdeereuooo1redeseaxe1;eœsedeuxecô11e:1,ecn se con<lnisant par roulcmŁnl, feront momoir les deux nes dans les rnpports do ,·itl':11!<'! wmlus. Si on ,·rnt les anncr do denh, 
	31Ł. Nou1rapportcro11sn11ei11gt'niens..dispositioneimaglnfepar HuJeghe111 pour rtsoudre 1111 en,; p-.1rllculler de la <fUe,;tlon 'I"" nOu$ trailous,ecdui où le!! ,leuŁ aŁe,i ee renc,.mt,.,Dt Łangle droit. 
	Figure
	Dcsteunearbreàe\"eür<',ultéd11queleestefixéeeuneer1111éedenlée (fig. 268·, dont le rentre de rnou.-emcnt n"e,;t Pitt au emtre de la 
	• 
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	circonférence. Un long pignon LK e�t adapté à l'axe C qui fait un angle droit avec l'axe B. On voit que le rayon p du pignon est constant et que celui de la roue, n'étant pas au centre de la figure, varie pour les divers points de la circonférence, depuis sa moindre longueur r -e jusqu'à une longueur maximum r+ er étant le rayon de la ch·conférence, e la valeur de l'ex­
	,
	centricité; il en résulte que le rapport des vitesses varie de 
	e
	p
	Ł-à +p , et le rapport dun1aximum au minimum est . 
	r+ 

	r-e r e 
	r-e r e 
	r-e 

	On peut, par un calcul analogue à celui de l'art. 269, établir les rapports des vitesses pour un angle déterminé de l'axe du pignon et du rayon du cercle. 
	Dans la machine de Huyghens, c'est le pignon qui conduit et se meut uniformément. On pourrait de même faire partir le mouvement de la roue et aussi varier encore les rapports de vitesse en lui donnant une autre forme qu'une circonférence de cercle. 
	316. �Axes qui ne se rencontrent pas. -On peut résoudre le problème dans toute sa généralité en raisonnant comme précé­demment. En effet, divisons la ·plus courte distance des deux axes en deux parties qui soient deux rayons vecteurs de deux courbes elliptiques tracées chacune dans un plan perpendicu­laire à chacun des axes, et telles que si elles roulaient angulai­rement, les deux axes tourneraient_ dans les rapports des vitesses angulaires voulus. l\fenons, pour chaque angle de rotation, ainsi que nous l'
	0 

	LIVRE DEUXIÈŁIE. 
	En raisonnant de même, on verrait ([Ue la fo1·me des dents peut se déduire des principes posés , 1nais avec une trop grande difficulté pour la pratique; aussi pré­fère-t-on toujou1·s les solutions indi­rectes. 
	Figure

	317. La vis sans fin , dans le cas où les angles sont à angle droit, fournit un moyen de varier le rappo1·t des vitesses angulaires de la vis et de la roue; il suffit pour cela de faire variet· 
	l'inclinaison des filets de la vis. Le rap-
	Fig. 269. 

	port des vitesses angulaires de la roue de rayon R et de la vis 
	(fig. 269), sera : 
	(fig. 269), sera : 
	A 1· 
	h 


	tang. 6 
	-
	R =R 

	A, 
	(& étant l'angle de l'inclinaison de l'hélice sur les génératrices du cylindre , dont le rayon est r et h le pas variable, toujours 
	=tang. O); si donc on donne à la vis deux inclinaisons, 
	h 

	2 1rr 
	comme sur la figure, on obtiendra deux vitesses. 
	Il est clair que le contact ne peut avoir lieu dans ce cas, pour deux inclinaisons successivement différentes, suivant des élé­ments plans. 
	' 
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	318. 
	318. 
	318. 
	FLEXIBLES. 1Courroies. -Les courroies pouvant servi1· à transmettre le mouvement dans toutes les directions, pourvu qu'on les maintienne pat· des poulies-guides, co1nme nous l'avons dit, toute la question se réduit à munir les axes de poulies de formes convenables pour que les axes soient dans le rapport de vitesse voulue, ce qui ramène la question à celle que nous avons examinée art. 249, car la fusée peut avoir ses spires dans un plan qûelconque. 
	° 


	319. 
	319. 
	RIGIDES. 2Articulations. -Nous traiterons en détail de la bielle dans le chapit1·e suivant, et nous nous borne1·ons ici à 
	° 



	Figure
	CIRCULAIRE CONTINU EN CffiClJLAIRE CONTINU. 
	3.!t 

	la selation la pluse,remarquable du problème qui nous occupe,obtenue par une modification de la forme de la bielle, pour la rendre propre à la transmission du mouvement circulaire entre des axes non parallèles. Nous voulons parler tlu système appeléjoint de Cardan 011 de Hooke, ou encore joint universel. 
	Le joint universel est nn mode d'assemblage de deux axes 
	. 
	qni se rencontrent, qui permet la transmission du mouvement dé rotation de l'un à l'autre; il jonit de cette importante pro­priété de transmettre ce mouvement quand l'angle des deux axes , ient à changer, même pendant la durée du mouven1ent. 
	1 

	La fig. 270 représente le joint universel. Pour en concevoir le jeu, il faut remarquer que quand le mouvement de rotation est imprimé à l'arbre A a, cet arbre entraine avec lui la fourche ACc qui le termine, ainsi que le croilillon Cc, dont les branches ont la faculté •e tourner sur leurs tourillons respectifs placés aux extrémités de la fourche A Cc; le syŁtème qui réunit raxe Bbau croisillon Dd est semblable. Mais, comme les quatre branches du croisillon sont solidaires, ne forment qu'une seule pièce, il 
	'

	C Fig. 270. 
	La propriété que nous avons indiqué appartenir à ce systè1ne de transnlettre wt mouvement de rotatio�, quand même l'angle des axes vient à varier, résulte bien clail·ement de la dispositionque nous venons de décrire. En effet, un des axes peut s'ineli­ner suiyant une direction quelconquee, autour de l'autre axe 
	2-1 
	• 
	LIVRHnDl!l!J.lf,)lij, 
	q..e r..., peut t,:,ujounnNNl.ido'rn romm• n.e, pornoul!ode I• doubla ..,..lion r-lble .utom de,; iourlllon,, outour de d..,Ł ax,.n,,.,1ang11lall'tln<Dlrenc,1x,n,·,.1-à-dl..,n.,,h·•ntnunenllp>o qu,ek,M>quenttado dononun pion d..,t l"••hnut .. tqo<10011,1tK', re qui permet d"obt,11ir IO\lle lneliDllioon pooolblo, proprlho ,,._ l'iftaKoteo...,tttùtlqllOndencet .... mhlag,n. 
	C'enô.,.u.,deeolonq,oelejoint de Cardan et\ ..,..,·,nlnem­p,io,·tc,,rn.,..aupport,nloi.antnunenllbcrténobooluedïi>cllool>on• ,., t1>1t1n1en1n, 1o � ..,p,po,1,e ""'""' du """t"' du , ...,;,moo. 
	Figure
	la u .. du <<0\slllon a'. d,I p,u,oot apporlcnlr O Ullt l'K'<"e )lden(omieqtJ<'l<OL\Qllenllaformen1phérlq,oe ng.n111. "'"'lllitnle,, condltkm1<knn'<l,tanrenoon1n,nblo',p0Urrnqucnleurpolntn<l"ln-
	1..-tlon M ,onfunde ,,.., la polo! dïn-honndelno.,,oA elnBnpn,long,,1. 
	uo. L,s dc,n ,_, .. {tant ff,ml• par ""nl)il�mo rt tournant euemhlo, ,1 lo ,\t_ de l'a�c moteur, den\ p:,r .,,m1,1e, .. 1 unlforme,quellcn10nlon,·1t-denl'au,re uell.ennombre de klun m un -'-llln lnt,r,olle de tempe "'t �n le mlme pour 1,,anc1..,�nu .. ,npull<jue,nop,ànchaqoentour,nLeonpl-.. l'Olrou­""t daM I& mlme ploce; mals qu,Lleo oonl 1eon,·oriatkm1dc ,·!lette dans ,Mq,,e to,,rl ,·,.t re q,oe nou, ,11001 e1aml1>tT. 
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	Soit l'arbre A conducteur, l'axe cc' décrit un plan perpendi­culaire à A, au tout· du ccnt1·e de M. Pendant le 1nê1nc temps , tout point de l'axe dd' solidaire avec cc' décrit un cercle autour dn même c�ntre dans un plan perpendiculah·e à l'élrb1·e B. 
	Ainsi les droites solidaires cc', dd' se meuvent nutour <lu centre co1n1nun, 1nais par l'effet des arbres A et B, en déc1·i­Yant deux plans différents autour de ce ccnt1·e, l'un perpendicu­laire à l'arbre A, l'autre perpendiculaire à l'arbre B; !Ei l'on pro­jette le second ce1·cle sur le plan du pre1nier, il s'y projettera suivant une ellipse. 
	Soient aM, bM les moitiés des deux axes pe1·pendeicnlaircs l'un à l'autre et solidaires, l'ellipse a Ba' représentera la p1·ojection sur le plan décrit par la droite aM du chemin déc1·it pat· l'extré1nité de la droite bM égale et perpendiculaire à aM. Lorsque la prc1nière a décrit un angleeaMtt"e=0t, la seconde a drr.l'itdans le 
	-

	P
	Figure
	o' 
	-
	-


	' 
	FiŁ. 273. 
	FiŁ. 273. 
	plan qu'elle parcou1·t un angle � qui se projette eu b �1ll'e. Pou1· t1·ouve1· la grandeur réelle de cet angle, il faut pa1· B' élever la droite F B' D, �lie donnera en.. F le 1·abattement du point p1·ojeté en B', en supposant que l'on ait rabattu sui· cc plan de projec­tion le cercle décrit par le point dont B' est la p1·ojectione. et bMF Teprésentera en vraie grandeur rangle � <1uc nous cher­chons. Les deux angles simultané1uent décrits sont donc repré­sentés en vraie grandeur (fig. 2i3). 
	L'un suivant aMa"=bMb"= a, les axes all, b�f éta1lt tou­jours à angle droit. 
	21. 
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	3!i 

	L'autre suivant bMF= Ł-
	Abaissant des points B' et F des perpendiculaires sur bŁf , 
	on a: 
	ix F H sin. Ł 
	B' G sin. 

	= --= tang. IX et . = --=tang. Ł;
	-
	1
	'IH

	MG cos. o: cos. Ł 
	11 

	tx B' G MH 
	tanŁ. 

	------X 
	-

	d'où 
	.,


	tang: Ł.-MG 1'H' 
	tang: Ł.-MG 1'H' 
	mais FH==B'G et con11ne HM==FD et MG=B'D, on peut 
	, . tang. a FD
	ecr1re · · • ---= ---.
	tang. Ł Il' D 
	l\-lais entre les ordonnés d'un cercle et d'une ellipse ayant son dia1nètre pour grand axe, on a (,·oh· Traités de géooiit. analyt.) : 
	F D b ;\f '· ' 
	ecr1t sui· 1
	M etant 1c rayon du cerc Ic d' le granc
	. 

	B' D == B ŁI axe, et B 1\1 le petit axe de l'eliipse. 
	, u 

	Appelant o l'angle des 'êlenx plans, le nième qne celui des deux 
	b i\1 1 
	b i\1 1 
	, 

	axes prolonges, on abl\I cos. 8=Bl\:I ou con
	-

	= =
	cos. 0 
	Bl\lr· 

	stantc, donc enfin tang. Ł =tang. Ł cos. O. 
	La figure 1nontre que la position réell� de la d1·oite conduite b�lb' se confond avec sa projection en M B,M tt', l\f b et lia. Entre les deux positions �lb, Ma', la droite Mb a d'abord une vitesse moindre que celle dela.edroite conduct1·icc, puis elle a une vitcssC' supérieu1·e , et les vitesses angulail'es redeYienncnt égales en a'. Dans les trois autres qnarts de réYnlutione, les 1nê1ncs circon­stances se reproduisent : en ordre invc1·se ( co1n1ne l'indique le signe de la tangente) pour le parcours du qu
	°
	321. Si l'angle des deux axes approche de 90, la rotation d'un axe tend à tordre les tourillons et nullc1nŁnt à faire tourner la 
	• 
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	croix, l'appa1·cil ne peut plus servir. Bien avant cette limite, quand l'angle n'est pas bien supérieur à 90, les frotte1nents et les torsions qui se produisent dans cet appareil Je rendent défec­tueux pou1· transn1ett1·c de grands efforts. On ne doit pas l'ad­
	°

	°
	n1ettre quand l'angle d'un axe et de l'autre prolongé dépasse 45
	°
	ou que l'angle mesuré entre les deux axes est inférieur à 135 . 
	322. Au 1noyen de deux joints (fig. 
	A. ,nu
	B 

	.................····. ···
	-

	274), _on peut communique1· le mou
	-

	veinent entre deux axes disposés l'un par rappol't à l'aut1·e de manière à faire un angle infé1·ieur à 135, et avec une grande variété de ,itesses du mouve1nent, à l'aide d'un axe intermédiaire 
	°
	1
	-

	Figure
	Fig. 27!. 
	réunissant les deux pre111icrs. 
	Soit AB l'axe conduisant, asse.1nblé avec un scconù axe C B par un joint uniYers�l en B, lequel est réuni sen1blablen1ent avec un autre axe CD; le plan ABC étant différent du plan BCD. Soient 01, �',,tles rotations des trois axes AB, BC, CD, les angles successifs étnnt de grandeur convenable. Le n1ouve1nent du se­cond joint C résultera du ·n1ouve1nent du premier B, pour lequel 
	on a (0 étant l'angle des deux axes AB, CB) : 
	, 

	tang. ex 
	tang. ex 
	Tang. A 
	l"
	=


	• ---.
	cos. 0 
	L'angle de rotation correspondant de CD étant et e. son 
	I 

	inclinaison sur B C, on a de même : 
	tang. Ł tang.ta 
	anr= ---= ;
	T
	g. 

	COS. 8 COS. 6l 
	COS. 8 COS. 6l 
	cos. 8 l 

	et enfin pou1· · des séries de joints réul)issant des axes dont les inclinaisons mutuelles seraient O 6, ••• {Jn, ô étant le chemin a:ngu­lairen1ent parcouru par Je dernier, pour rangle œ parcouru par le p1·emier, on aurait : 
	Cl 
	tang. 

	rang.ta==----Ł--. 
	cos. ecos. 6, ... On 
	Dans un système de ce genre, toute variation de vitesse peut ètre obtenue, quels que soient l'angle et la variation de direction 
	• 
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	du dernie1-, en employant des axes intermédiaires convenable­nient disposés. 
	Si le dernier axe était parallèle au premier, si par suite on a 6, =6 dans un systènle de trois axes semblable à celui qui est indiqué sur la figure 274e, on a d'abord : 
	tang. a 
	tang. a 
	tang. a 
	Tang. Ł = 

	cos.-6 · 

	Pour la seconde relatione, il faut remarquer que l'angle Ł est mesu1·é à partir d'un rayon de l'axe conduisant qui sert de point de départ, <fui est écnrté de 90du premier, la seconde relation devient donc, en partant du même point initial : 
	° 

	ange1
	t

	Tang. y= . (;+Ł) or tang. (Ł+Ł)= f:'
	, 2 tang. :s 
	------

	cos.eO 
	cos.eO 
	cos.O 1

	donc enfin tang. y = ----
	-

	tang. « cos. O · 
	tang. «

	C'est-à-dire que, dans ces conditions, les va1iations de mouve1nent se balancent de telle s01·te que le •·apport des vitesses an­gnlaircs des axes AB, CD' demeure constant. 
	-

	323. Quand on ne peut disposer d'un axe intermédiaire, et que l'angle des deux axes est inférieur à 1 30 , on emploie la disposition dite double joint de Hooke. JI se co1npose de deux joints dont la réunion pcr1net la transmission du n1ouYcmcnt, quel que soit l'angle des deux axes (fig. 27 5). 
	° 

	Les relations ci-dessus se transfo1·
	-

	1nc11t en chaque instant, l'axe inter
	-

	Figure
	1nooiaire variant de positioneet par suite les Ynlcnrs 0, O,. On peut, par ce système, diminuer beau­coup les écnrts de la vitesse moyenne. Ainsi le double joint com1nuniqucra à deux axes. parallèles, ou qui se rencontreront, une n1ên1c 1·otation en chaque insant, comme l'indique la symétl'ie <le figure, si l'on n soin de fnire en sorte que les deux axe.s fassent Je mê1ne angle avec la pière inter1nédiaire
	, 
	Fig. 21&. 
	-
	t

	. 
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	324. Si l'on analyse la forme élémentaire du jolat universel, on reconnaitra facilement que, si on l'e1nploie dans le cas d'axes parallèles, les deux branches de chaque axe ne servent qu'à la solidité, et Cfu'une seule paire de leviers fixés aux axes assem­blés par une bielle produirait le 1nême mouvement, par une disposition semblable à celle représentée fig. 228. 
	Le joint de Oldham, donné plus haut, devient le joint de 
	Hooke si les deux axes, au lieu d'être parallèles, se rencontrent 
	et se coupent au centre de la eroix. Il n'y a plus alors glissement,
	mais seulement rotation autour des axes. 
	On voit qu'en résuiné Je mérite de Ja disposition du joint universel est de pouvoil· être employée dans des cas d'axes non parallèles, dans lesquels l'assemblage de la bielle par des axes parallèles n'est plus possible. 
	325. Nous donnerons ici un curieux exemple de l'application du joint double ponr faire tourner de la même vitesse deux cercles parallèles dont les axes sont réunis par cet organe. Cette dispo­sition est la base d'un système proposé par un ingénieur suédois pour maintenir constamment dans un plan vertical les palettes des roues des bateaux à vapeur. C'est au seul p,oint de vue de l'élégance de la solution du pt·oblème, en tant que m�nisme, que nous en parlons, plutôt qu'à cause de l'importance de l'ap-
	-plication pt·oposée, pour laquelle nous doutons qu'on puisse ob-tenir par ce système une solidité suffisante. 
	L'axe moteur fait tourne1· une circonférence; à celui-ci est assemblé pa1· un joint univel'sel un arbre qui, par son autre cxtréinité, est assemblé d'une manière identique avec l'axe d'un second cercle, parallèle au premier, n1ais placé plus bas. 
	Les deux axes tournant simultanément, si l'on assemble cha­que palette pat· deux axes placés l'un à la partie supérieure, l'autre à la partie infél'ieure, enti·ant �ans des cou�inets placés dans chacun des deux cercles, il est é,•ident que, si, partant de la palette placée à l'extrémité du diamètre vertical, et elle­même verticale, on place les autres axes en des points des 

	deux circonférences également distantes des deux points de dé
	deux circonférences également distantes des deux points de dé
	-
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	part, tous cŁ axes seront parallèles, et par suite les palettes qui demeurent également ,,erticales. C'est un systèn1e qui, disposé 
	Figure
	Fig. 276. 
	sur des circonférencese, a quelque analogie avec celui des règles parallèles dont il a été pal'lé. Formé essentiellement d'axes pa­rallèles entre eux, les règles peuvent évidemment êtt·e courbes, comme dans le cas actuel. 
	326. Les articulations des crustacés et de divers insectes peuvent être citées comme un exe1nple curieux des principes précédents. 
	Tandis que les vertébrés ont, à l'intérieur, un système osseux composé essentiellement de leviers et d'articulations, de parties analogues aux crapaudines et à des parties de coussinets des 
	_
	_
	machinese, recevant des axesŁ il est curieux de ·voir ce que ce système devient dans des .animaux qui ont le système osseux à l'extérieur, et bien intéressant de retrouver des organes qui n'ont été découverts par les mécaniciens que depuis un petit nombre d'années. 

	Les articulations de ces animaux sont, en général, des espèees de charnières n'ayant qu'un axe de flexion; mais ces joints sont souvent groupés de manière à produire des joints composés ayant deux ou trois axes de flexion, et formant par suite des joints universels analogues aux précédents. 
	Comme exemple nous décrirons, d'après ,vnlis, la patte anté• 
	rieure du-crabe .commun. 
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	Elle consiste en réalité en cinq pièces séparées A, B, C, D, E (en négligeant le joint de la pince F), chaque pince étant jointe à la précédente par une charnière. Mais on peut également la considérer comme consistant en deux parties C et E, dont la première est réunie au corps de l'animal par un joint universel qui a trois axes de flexiont, et le second réuni au premier par un joint à deux axes ou joint de Hooke. 
	Cette pièce C est réunie à la pince E par la pièce intermédiaire D, et les axes des joints qui forment cette réunion sont repré­sentés par les lignes 5, .s, entre D et E, et 4, 4, entre C et D. Ces axes se coupent en un point K, et par suite, d'après ce quit· précède, E se 1neut, par rapport à C, autour de ce point et peut se mouvoir autour de tout axe de flexion passant par ce point et situé dans le plan .5 K 4·. 
	Le joint co1nposé qui réunit la pièce C au corps de l'anilnal est plus compliqué, ett, pour 1nontrer sa dispositiont, nous e1n­
	Fig. 277. 
	' 71t. ll 
	3 
	Fig. 278. 
	ploierons deux plans perpendiculaires entre eux, se coupant suivant la ligne nin. La figure 277 étant Je plan, la figure 278 est l'élévationt. 
	L'anneau A est réuni au corps de l'animal pa1· un joint dont l'axe est en 1, 1, dans le plan et en 1, 1, dans l'élévation. Celui-ci 
	• 











